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PREMIER    VOLUME. 


Page  4 12,  ligne  4>  au  ^eu  de  zOjr,  lisez  z0.r. 


SECOND    VOLUME. 


Page  27,  ligne  26,  au  lieu  de  pz=za.c=  itz,  lisez  /j  =  a+  lit. 

iy                            2  xy 
Page  37,  ligne  q,   au  lieu  de  — -5    lisez   — ■ — -. 

b     ;     &     y  (•*  —  y?  (•*  — j)3 

Page  148,  équations  (3),  ajoutez  après  chaque  parenthèse  =0. 

Page  161,  équations  (12),  supprimez  =oà  chacune  des  trois 

lignes. 

dF  r/F 

Page  i85,  ligne  10,  au  lieu  de  b—-i  lisez  b  — —  • 
3  dx  dy 

Page  216,  ligne  6,  ««  //e«  ^/<?  en  dessous,  lisez  au-dessous. 

Page  206,  ligne  i5,  dans  le  premier  membre,  au  lieu  de  sdx, 
lisez  s  dj. 

Page  238,  ligne  dernière,  au  lieu  de  xy  lisez  x2. 
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DFFFÉRENTIATION    DUNE    INTÉGRALE    DÉFINIE    PAR    RAPPORT 

A    SFS    LIMITES. 

418.   On  sait  qu'étant  donnée  une  fonction  quelconque 
de  x,  f(x),  il  existe  toujours  une  autre  fonction  cp  (x) 

telle  que  Ton  ait 

?'(*)=/(.r), 

et  que  l'intégrale  générale  dej'(x)  dx  est  alors  représentée 
par 

?H-f-c, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Désignons  par  u  l'intégrale  de  f(x)  dx,   prise  entre 
deux  limites  a  et  &;  on  aura 

rh 

«  =    j     f(x)dx  =;  f(b)  —  <p(^)- 

*) a 
II.    2e  édition.  I 


2  «.omis    D  aj\  a  i.vsk. 

L'intégrale  déGnie  //  ne  dépend  plus  fie./,  mais  elleesi 
une  fonction  des  limites  a  et  />,  et  Ton  peut  se  propose) 
de  la  difîer entier  par  rapport  à  l'une  ou  à  I  autre  de  ces 
limites.  On  y  parvient  aisément  sans  effectuer  l'intégra- 
tion, lui  effet,  de  l'égalité 

u  =  y(b)  —  y  (a), 
on  déduit 


(lu  '(    \ 


du 
Tb 


=  ?'(*), 


et  puisque  y'  {oc)  —f(x) 

du 
da 


(■) 


/(«). 


du 
db 


=/(*)■ 


449.  Si  a  et  b  sont  des  fonctions  d'une  certaine  va- 
riable t,  indépendante  de  x,  en  désignant  par  du  la  diffé- 
rentielle totale  de  u  considérée  comme  fonction  de  la  va- 
riable indépendante  t,  on  aura  (I.  46)  [*] 

du  du 

du  z=z  —  da  -\ — —  du  , 
da  db 

et,  par  conséquent, 

(2)  du  =  —f(a)  da->rf(b)db. 

On  obtiendra  du  en  fonction  de  t  en  remplaçant  dans 
cette  formule  a,  b,  da^  db,  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  t. 

INTERPRÉTATION    GÉOMÉTRIQUE. 

450.  Soit 

Fig.   io5. 


y 


l'équation  en  coordonnées  rec- 
tangulaires de  la  courbe  CD'  : 
l'intégrale  définie 


A    A' 


B  B' 


r1' 

/(* 

J  a 


)dx 


[*]  (I,  46)  indique  un  renvoi  au  n°  4G  du  premier  volume.  Les  ren- 
vois au  second  volume  seront  simplement  indiqués  par  le  numéro  du 
paragraphe. 


TRENTE-SEPTIÈME    LEÇON.  3 

représente  l'aire  ABDC.  Donnons  aux  limites  a  et  h  les 
accroissements  infiniment  petits 

AA'  =  da,      m'  —  dh  : 
on  aura 

A'C'D'B'=r:  u-{-du 

et  du  —  —  AA'C'C  4-  BB'D'D. 

Or  on  peut  remplacer  AA'C'C  et  BB'D'D  par  les  rec- 
tangles ACEA'  et  BDFB'  qui  n'en  diffèrent  que  de  quan- 
tités infiniment  petites  du  second  ordre  (I,  17)  •,  on  aura 
donc 

AA'C'C  ==/(«)  da ,      BB'D'D  =/[  h  )  db  , 

et,  par  suite, 

du  —  —f{a)da  +  f(b)db. 

ÎU1FÉRENTIATION    1)'dKE    INTÉGRALE    DÉFINIE    PAR    RAPPORT 
A     UN    PARAMÈTRE    VARIABLE. 

451 .   Supposons  que  la  fonction  placée  sous  le  signe    / 
dépende  d'une  variable  £,  autre  que  x,  et  soit 

w=    /     /(*>  t)dx. 

Si  les  limites  a  et  b  sont  indépendantes  de  t,  on  aura, 
pour  l'accroissement  At  donné  à  t., 

ch 

J  a 

J/»  b  n  h 

f(x,  t  -f-  ht)  dx  —    /      f(x,t)  dx 
a  *J  a 

=    /     [/(ar,  *+£*)  —  f(x,t)]dx; 


par  suite. 


—  =    I       dx, 


et,  si  l'on  fait  décroître  indéfiniment  A/,  on  aura,  a  la 


4 
limite, 


<ni  us    u  a:\  \i.\  SI 


(3) 


Jt 


452.  Quand  a  et  b  dépendent  de  t,  du  désignant  ladilïé- 

du    du    du 
<la    db     fit 


•  1 1  ii  du    du    du  ,        , ,  .    ,  ... 

rentieUe  totale  de  m,  et  -—?  —  7  — -  les  dérivées  partielles 


de  cette  fonction,  on  a 

du 


du 


du      ,         du 
-r-da-h—-  db  -f-  ■—  dt. 
da  db  dt 


Mais  (448,  4SI) 


du  du  du 


-r? 


<7.r  ; 


donc 

(4)      du  =  —f{a,t)da-Jrf[bit)db^-dt    I      -L  dx. 

J  a 

INTERPRÉTATION    GÉOMÉTRIQUE. 

453.   Soit  CD  la  courbe  dont  l'équation  est,  en  coor- 
données rectangulaires, 
/==/{*,  t). 

Si  OA  —  a,  OB  ==  Z>,  on  aura 

rb 
u  =    j     f(&t  t)  dx  =s  aire  ACDB. 

J  a 

ol     a    A'  b  B'    a:       Donnons  à  t  1  accroissement  in- 

finiment petit  dt  :  a  et  b  qui  sont  des  fonctions  de  £  re- 
çoivent des  accroissements  AA'  =  da,  BB'=db.  En 
même  temps  la  courbe  CD  se  ohange  en  une  autre  courbe 
EH  infiniment  voisine,  et  l'on  a 

fb-t-db 
f(x,  t  -+■  dt)  dx  =  aire  A' GHB' . 
*/  u  -+-  du 

Mais  aire  A'GHB=:  AEFB  —  AEGA'  +  BFHB'; 

Jonc       du  =  A'  GHB  —  ACDB 

=  (AEFB  —  ACDB)  —  AEGA'  -f-  BFHB', 
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ou,  cri  négligeant  des  infiniment  petits  du  second  ordre, 

'     f{x,t-\-dt)dx —    /     f(xyt)dx 
a  */ a 

-f(a,t)da+f(ù,t)db, 

et  enfin 

du  —  dt\      'S y  *'  dx  —  f(a,  t)  da  -|-/(  b,  t)db. 

«/  a 

DIFFÉ11ENTIATION  DUNE  INTÉGRALE  INDÉFINIE  rAR  RAPPORT 
A    UN    PARAMÈTRE    VARIABLE. 

454.  Soit  u  l'intégrale  indéfinie  de  f{x^  l)dx,  dans 
laquelle  t  désigne  un  paramètre  variable  qui  ne  dépend 
pas  de  x\  on  peut,  sans  rien  ôter  à  la  généralité  de  cette 
intégrale,  l'écrire  sous  la  forme 

f(x,  t)dx  -h  ty(t), 
a 

^  (t)  étant  une  fonction  arbitraire  de  t.  Diiîérenlions 
maintenant  par  rapport  à  t,  en  supposant  que  t  ne  dé- 
pende pas  de  a  :  nous  aurons  (151) 

du      rx  df(x,  t)  , 

mais  comme  tyf  (t)  est  une  constante  par  rapporta  x,  le 


revient  a  i  miegraie  inaeiinie  ae 
l'on  peut  écrire 


second  membre  revient  à  l'intégrale  indéfinie  de  —  dx.  et 

D  dt 


du  _    Çdf( 

7/7 -J  ~ 


du  f 'df(x,  t) 

dx . 


dt 

Ainsi,  pour  différent îer  une  intégrale  indéfinie  par 
rapport  à  un  paramètre  variable,  il  suffit  de  différen- 
tiel', par  rapport  à  ce  paramètre,  la  fonction  placée  sous 

le  signe    I  . 

INTÉGRATION    SOUS    LE    SIGNE. 

455.  Si  l'on  multiplie  par  dj  l'intégrale  définie 

h 

f(x,y)dx, 


I 

J  a 


(J  COUiis    I)  in  ALT    i  . 

et  que  l'on  intègre  ensuite  par  rapport  kjr,  on  aura 


l+f.'  " 


r)^- 


Or  je  dis  que  l'on  peut  intervertir  l'ordre  des  intégra- 
tions, c'est-à-dire  que  l'on  aura  la  formule 

\  dy    j     f(x,y)dx=z    j      dx    \f{x,y)dy. 

En  effet,  on  a  (451) 


ijO'/^H-jf*^ 


y  )dv 


f 


h 


/(*>  y)d*\ 


donc,  en  intégrant  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
rapport  à  y,  il  en  résultera 

/      dx    j  f(xtjr)dy=z    j  dy   j     f(x,  y)  dx, 

et,  si  Ion  prend  pour  limites  de  y  les  constantes  c  et  d7 
on  aura 


Jr*h  n  d  r*  d  r*b 

dx    \     f(x,y)dy=    /      dy    /     f(x}y)dx. 
a  */ c  Je  *Ja 


456.   L'interprétation  géométrique  de  cette  formule  est 
facile 5  car  ses  deux  membres  représentent  également  le 
F^  «<>7  volume   ABCDA'B'C'D'  com- 

pris entre  la  surface  qui  a  pour 
équation  z=f{x,  y),  le  plan 
des  xy  et  les  quatre  plans  qui  ont 
pour  équations 

x  =  a  ,  x  =  b , 

jrz=c,  y  =  d. 


A 

•f— 

D' 

B' 

1 

A 

x 

7" 

/ 

b 

c 

TRENTE-SEPTIEME    LEÇON. 
DETERMINATION     DE    l'iNTÉGRALE 


7T 

I       %\Wnxdx. 

«7o 


457.  On  peut  déterminer  une  intégrale  définie  quand 
on  connaît  l'intégrale  indéfinie-,  mais  il  y  a  souvent  des 
simplifications.  Ainsi,  quand  on  a 

j  f{x)  dx  == f  (a?)  -+-   j  ty(x)  dx, 


il  en  résulte 

b 


f \x)  dx  =  ?  (b)  -  ?(«)4-   /       +  (*)«**> 
a  «/a 

et  si  tp  (x)  est  une  fonction  plus  simple  quey'(x),  l'inté- 
grale cherchée  sera  ramenée  par  cette  formule  à  une 
intégrale  plus  simple. 

Soit,  par  exemple,  l'intégrale 

TV 

z*„—    |      siunxdx. 
Jo 

En  intégrant  par  parties,  on  a 

=  —  sin"~~ '.rcos.r  -f-  [n  —  i)    I  sinn~2x  co^xdx , 
ou  bien  ,  en  remplaçant  cossx  par  i  —  sin2x, 
I  s'm"xdx  ==  —  sin"_,.rcos.z  -+-(/*  —  i)    I   s'mn~*xdx 

De  là  on  tire 

r  .  i  .  //  —  i  r  •. 

I  sm"xdx  = sm""1  xcos.r  H f   sin'^xdx. 

J  «  n       J 

Intégrons  maintenant  entre  les  limites  o  et  -  et  ôbser> 


8  i  omis    i/ajvai.ym.. 

vous  qui:  le  premier  terme  du  second  membre  s'annule 
à  ces  deux  limites,  //,  étant  plus  grand  que  î  :  il  viendra 

n  —  i 

Soit  //.  pair  :  nous  aurons  successivement 

//  —  3 

ti  —  2 
/;  —  5 


(/  ,  ■=  ~  U 


0   ? 

2 


f    /        ■ 

Jo  2 


Si    l'an    multiplie    toutes    ces    équations    membre    à 
membre,  il  vient 

7T     î     3    5        n  —  î 

2  lln= 7  •  -t 

^     '  2      2      4°  n 

En  changeant  n  en  n  -+-  î  dans  la  formule  (î),  on  aura 


et  ensuite 


n 

-f-  I 

ii 

—  2 

"h— 3  ) 

n 

-4, 

"«  — 3  

n 

—  3    "-' 

//*  =  ■=•  «fi 


w,  —    /      sin. 

•/o 


,r  r Ar  =:  [ . 


En  multipliant  touts  ces  équations  membre  à  membre. 

on  aura 

2  4     6  n 

3  5     7  «  -H  » 


3 )  // «+ i - 
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458.  La  formule  (1)  ne  peut  plus  servir  à  la  détermi- 
nation de  un  quand  n  n'est  pas  un  nombre  entier-,  mais 
on  peut  l'employer,  dans  ce  cas,  à  réduire  l'indice  au- 
dessous  de  l'unité. 

Dans  tous  les  cas,  en  faisant  y  =  sin;r,  l'intégrale 


/       sin"x< 


•dx 
o 

se  ramène  à  la  suivante 
qui  est  algébrique. 


y"dy 


FORMULE    DE    WALLIS. 

459.  Les  formules  (2)  et  (3)  conduisent  à  la  valeur 
de  -  exprimée  par  un  produit  d'une  infinité  de  facteurs. 
En  effet,  puisque  sinx  est  moindre  que  l'unité,  on  a 

sin"x]>>  sin""1-1  x 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre   o   cl  -  : 
donc  on  a 


7T  7C 

2  /»2 


J'      si n"x  dx  ^>  j      smB4"'jccfcr, 
o  Jo 

c  csl-à-dire 

De  là  et  des  formules  (2)  et  (3)  trouvées  plus  haut  (457), 
on  tire 

7T      2    2   4    4  n  ,l 


1"      1     3     3     5         /v  —  1      n  -f-  1 
On  a  in  a  de  même 


J  0  COURS  I)  ANALYSE. 

ou  bien 

7r  ^2     2      \     4  "               n          n  -\-  2 

2  i      3     3  '  5  «  —  1      //  -h  l      /?  -h   1 


Donc,  si  l'on  pose 


2      2-44                "                 w 
A  =  -  .  —  •  —  '  —  •  • •  -    » 

i     ô     5     b         n  —  i      «4-i 
on  aura 


77   ^  T.  ,        Il  4"    2  /  I 

-  >  A      et      -<A ■  =  A  (  i  4- 


2  2  71  -  -  1  «  -  -  I 

11  en  résulte  que 

-=A(i4-a), 

a  étant  une  quantité  plus  petite  que ->  et  comme 

ceci  est  vrai,   quelque  grand  que  soit  n ,  on  aura,   en 
supposant  n  =  ao  , 

7T        2     2    4-4^ 
2        1     3    3    5    5 

Cette  formule  remarquable  a  été  découverte  par  Wallis. 

EXERCICES. 

1 .  Démontrer  que 


L 


71  sm  mx  , 

— : (IX  =  7T  . 

r0      si  11  j: 

ni  ela/zl  un  nombre  entier  positif  et  impair. 

C  l  1  -  .v     ,        77       3  . 
Jq     1  —  x  8       4 

'.).  Etant  donnée  l'intégrale 


I      f[*)dx: 
J  a 


la  changer  en  une  autre  qui  ait  pour  limites  deux  nombres  donnes, 
à  l'aide  de  la  substitution  x  =niv  +  n,  m  et  n  étant  deux  nombres 


inconnus. 
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TRENTE-HUITIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA  DÉTERMINATION  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 

Intégrales  eulériennes  de  deuxième  espèce.  —  Intégrales  obtenues  par  la 
différentiation  ou  l'intégration  sous  le  signe,  —  par  des  considérations 
géométriques,  —  par  la  séparation  des  quantités  réelles  et  des  imagi- 
naires, —  par  une  équation  différentielle. 


INTÉGRALES    EULÉRIENNES     DE    SECONDE    ESPECE. 

460.   On  donne  le  nom  &  intégrale  eidêrienne  de  se- 
conde  espèce  à  l'intégrale  définie 

(l)  1*  («')  =  .•         .r:"-'c-x(/:r. 


t/O 


On  doit  supposer  n  positif;  car  si  n  était  égal  au 
nombre  négatif  —  /?,  l'intégrale  considérée  aurait  une 
valeur  infinie.  En  effet,  on  a ,  a  étant  compris  entre 
o  et  i , 

/      e~x > —  _!__; 

du  T     l'         Ja       e     x  e       " 

or,  pour  a  =  o,  -  1-  est  infini  :  l'intégrale  /     x~P-le-*djc 
est  donc  infinie,  et  il  en  est  de  même,  à  fortiori,  de  l'in- 

r*cc 

tégrale  /       x~v~xe~xdx. 


0 


461.    L'intégrale  T  (n -t- î)  peut  se  ramènera  r  (//). 
En  intégrant  par  parties,  on  a 


/  xnc-Td.x  —  —  xn  e~x  -h  n    te 


—  X   ->.  Il — I 


d, 


Or  xne  x  s'annule  pour  x  =  oet  aussi  pour  x  =  oc 
En  effet,  puisque 


X 

<*  =1  -h  - 


1  1.2  1.2.0.../ 

on  a  ,  quel  que  soit  i. 

'     i .  3 . 3 . .  .  i  ' 


1  a  COURS    D  I  "n  Ai. y: si:. 

par  conséquent 

TT~  "  cx  ^> 


1.7..../ 

Or, quand  on  prend  ï>/i,  ce  qui  est  évidemment  permis, 

le  second  membre  devient  infini  pour  x  =  oo  .  Donc  le 
produit  xTne*  devient  aussi  infini  ,  et  par  conséquent  son 
inverse  xnc~x  devient  nul  pour  x  =  ce  . 

D'après  cela,  si  l'on  intègre  entre  les  limites  o  et  ce  . 
on  aura 

Jxnc~z  dx  =  n    I        <:—T  x"~l  dx, 
o  Jo 

OU 

(2)  r(«  +  i)  =  nr(n), 

462.  On  aura  de  même 

r  (n)  p=(n  -  i)  r  (,i  -  i),    v{n  -  i)  =  (*  -  i)  r(//  -  2), 
et  si  n  est  entier,  on  arrivera  à 

r(2)  =  ir(i), 

r(i)=    /       er'dx  5=  1. 
Par  conséquent,  on  aura  pour  n  entier  et  positif 

(3)  r(*}  =  i.2;$;..(*  —  1). 

Si  »,  sans  être  entier,  est  plus  grand  que  1,  la  formule 

r  (n)  z=(n  —  1)  r(/>  —  1) 

permettra  de  réduire  l'intégrale  T  (//)  à  lintégrale  F  (v), 
dans  laquelle  v  désigne  un  nombre  positif  moindre  que  1  5 
de  sorte  que  pour  calculer  T  (72)  il  suffit  d'avoir  les  va- 
leurs de  cette  fonction  pour  les  valeurs  de  l'indice  n  com- 
prises entre  o  et  1 . 

463.  L'intégrale  F  [n)  peut  prendre  une  autre  forme  : 
en  posant  e~*=y,  on  a 

X  =  I  —  s      dx  — ■? 

y  x 
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OU 


1>}=f  (>;)*-v 


INTÉGRALES     QUI    SE     DÉDUISENT    DUNE    INTÉGRALE    CONNUE 
PAR    LA    DIFFÉRENTIATION    SOUS    LE    SIGNE. 

464.  La  différen dation  sous  le  signe  permet  de  déduire 
d'une  intégrale  définie  connue  de  nouvelles  intégrales. 
En  voici  quelques  exemples  : 


r*      dx 

J0      *»+■* 


7T       - 

—  n 
2 


Différentions  n  fois  par  rapport  à  a  :  il  en  résulte 


X 


■jt 


i .  2 . 3 .  . .  n  i    3    5       -2/i  —  i       i       7r 


dx  == 


f  .rî-i-")"'+"1  '2      12  2  '<+ 2       2 


et,  par  suite, 

dx  1.3.5.  .  Ain  —  i 


(0 


t/O 


7T 


(.Z'2  -f-  fl/H"1  2.4.6.  .  .2rt 

/*X  I 

2°   Soit  /       e~axdx  - 


'2a 


a 


Si  l'on  différentie  les  deux  membres  de  cette  égalité  n  —  1 


fois  de  suite  par  rapport  à  a,  on  aura 

e-uxxn-sdx  =  1  .  2  .  3  .  .  .  (  n  —  1  )  a~", 

ou  bien 

(  2  )  /       cr  axxn-1  dx  =  — — - . 

465.  Ce  dernier  résultat  subsiste  quand  on  remplace  la 
quantilé  réelle  a  par  l'expression  imaginaire  a-\~  b  \l —  1 , 
dans  laquelle  la  partie  réelle  a  est  positive. 

En  effet,  on  a 


/ 


_  e-ia+W—ùx 


-\-bsJ—  1 
e~ax  (  cos  bx  —  \j —  t  sin  bx) 

r=L -  +  C, 

a  -f-  h  \  —  1 


i4  cours  d'a»alyse. 

ci,  par  conséquent, 


£ 


00 


a  -4-  b  sj—i 

Si  maintenant  on  diûerentie  cette  égalité  n  —  i  fois  pai 
rapport  à  <7,  on  aura 

(3)  H  r^^'^idx  =  1-'Jt-3---(^7')> 

Jû  (a  +  bsj-x)n 

ce  qui  est  la  dernière  formule  du  n°  464  étendue  au  cas 
où  a  est  imaginaire. 

466.  Cette  formule  fournira  d'autres  intégrales,  au 
moyen  de  la  séparation  des  quantités  réelles  et  des  ima- 
ginaires. Posons 

a  -+-  b  y/ —  î  =  p  (  cos  0  -h  \/ —  i  sin  0  ), 

c'est-à-dire 

/ •  a  .  b 

p  —  y à1  H-  b2,     cos  0  = j      sin  0  =  ■        : 

\Ja2  -+-  //-  v  fl3  +  ^" 

la  dernière  équation  devient 

{ce 
^— ax  ^CQS  /;r  ^/ —  j  g]n  b.x^jct—l  dx 

r(*)/  B  / •  M 

=      f     (cos«0  —  y  —  i  sin  /?0), 

équation  qui  se  partage  en  deux  antres  : 

i     z"00  r(/î) 


/  .    ,  r\n)   ■ 

i      i       r,'_or.r'"-1sin  ar/fte  =  — — £  sin/?0, 

\     t/O 


(4)  ,  r(«) 

1  cos  bxdx  =  — - —  cos/?  0. 


Notre  démonstration  suppose  que  «  est  un  nombre  en- 
tier-, mais  ces  formules  subsistent  quel  que  soit  rt. 

INTÉGRALES    DÉDUITES    D  AUTRES   INTÉGRALES   AU    MOYEN    DE 
L'INTÉGRATION    SOUS    LE    SIGNE. 

467.   L'intégration  des  intégrales  définies  par  rapport 
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aux  constantes  qu'elles  renferment  fournit  encore  de  nou- 
velles intégrales.  Ainsi,  soit 


f 


a 

c~axcosbxdx  =s ,   5 

a2  -f-  b' 


intégrale  qui  se  déduit  de  la  dernière  formule  (466)  en 
faisant  »==,i.  lien  résulte,  c  étant  une  constante  moindre 
que  <7, 

ada 


Jr*u  n  ce  ra      t 

f      da    I       e~aicos  bxdx  —    I      — 
C  t/O  *J  c 


j\lai: 


I      <7/7    I        c~axcos  bxdx  =    I        dx  j      e~"xcosbxda 

C  t/O  t/O  t/C 


/»co     ,— ex  p~ax 

Jo          '       •'" 

(l'un  autre  côté, 

ra     ada            i  ,  a'  4-  èJ 

Jr     «2H-62~~2     cM-//; 

Donc 

(>) 

/•«    ^-C*  _  c-«                                         ,        ^1  _|_    /,2 

J0                   *                                        9."   r '-+-£> 

408. 

Si  Ion   fait  Z>=o,  on  a 

(2) 

/»«    p-C* e-ax                         a 

f        dx  =  1  -  • 

.L              x                      c 

On  obtiendrait  encore  ce  résultat  en  intégrant  relative- 
ment à  a,  entre  les  limites  c  et  a,  les  deux  membres  delà 
formule 


X 


1 

e-axdx  —  - . 


a 


i69.   Par  le  même  procédé,  de  la  formule 


X 


•  /   ,         h 

c~"-'  sin  bxdx  — , 

a1  -f-  b2 
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on  déduira 


Ca    .       Ç*  .      .       ,  C"       bda 

!       (la    I        c   '"  swxbxdx  =    I      

Je  Jn  Je      «f    t-   ir 

d  C  b{n  —  c) 

arc  rang  T  —  arc  tang  -  —  arc  rang  — '• 

b  h  b1  -f-  ac 


Mais 


da    I       c-"*smbxtl.T  =    I       dx   j      ùï\bxc-axda 
i/o  */n  «/r 

J^*'*  <?""*"*  f»~ "x 
sin  bxdxi 
o 

donc 

(3)         p  r"  -  c"aX  -*-  l~~> b(a-c) 

Jo 


■  ax 

sin  bxdx  =  arc  fanir 


x  b*-i-  ac 

470.   Si  l'on  fait  «  ==  ce  ,  c=  o,  on  a 


(4)  r 


50  sin  6,r 


<7.r 


X  9. 


pourvu  que  b  soit  ^>o.  Si  l'on  avait  &<^o,  le  second  mem- 
bre serait Cette  intégrale  présente  donc  une  disconti- 
nuité remarquable  :  constante  lorsque  b  varie  en  conser- 
vant le  même  signe,  elle  passe  brusquement  de  — -  à  - 
lorsque  b,  en  sévanouissant,  passe  du  négatif  au  positif. 


EMPLOI       DE      CONSIDÉRATIONS      GÉOMÉTRIQUES      POUR       LA 
DÉTERMINATION   DE  CERTAINES   INTÉGRALES  DÉFINIES. 

471.   L'intégrale 

A  =±    /      e~x%dx 
Jo 

a  été  déterminée  par  M.  Poisson  à  l'aide  d'un   procédé 
très-remarquable.  Si  Ton  change  x  en  y",  on  aura  encore 


I. 


TRENTE-HUITIEME    LECOJN. 


l7 


et,  par  suite, 


c~x\lx.    I       cr-y^dy—    I         /       c~xi~y'- dxdy. 

Soient  maintenant  trois  axes  rectangulaires  O.T,  Oj, 
Oz  et 


Fig.  108.  yz=.  o,     z  '==  ^-r% 

les  équations  d'une  courbe 
située  dans  le  plan  zOx. 
Si  cette  courbe  tourne  au- 
tour de  l'axe  Oz<  elle  en- 
gendrera une  surface  ayant 
pour  équation 

z  =  0rf-r9 , 
et  l'intégrale  double 

I        /      er**-7*4fd$ 

o      «/o 

représentera  le  quart  du  volume  compris  entre  la  sur- 
face et  le  plan  xOy.  On  peut  évaluer  ce  volume  en  le  par- 
tageant en  une  infinité  de  tranches  cylindriques  dont  Oz 
soit  l'axe  commun.  La  tranche  terminée  aux  surfaces  qui 
ont  pour  rayons  r  et  r-\-dr  est  égaie  à  sa  base  zitrdr 
multipliée  par  sa  hauteur  z  ou  e~r'  :  on  a  donc 


A2  — 


d'où 

(0 


4-1 


X  2  77  rdr  =  -  t.  ; 


1     ,— 

A    —   -    V  7T- 
2 


472.  Un  procédé  analogue  peut  cire  employé  pour  la 
détermination  d'autres  intégrales.  Supposons  que  l'on  ait 
à  évaluer 


/       dy   j      /(.r,  y)dx. 
Jo  Jo 


Cette  intégrale  représente  la  portion  située  dans  l'angle 
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dos  coordonnées  positives  du  volume  compris  entre   la 

surface  qui  a  pour  équation 

%  '09.  •œ/(«,  j) 

et  le  plan  xOj^.  Décomposons 

ce   volume  en   éléments   infini- 
ment petits  au  moyen  des  plans 
—  -zOS,  zOR  menés  par  l'axe  des  z 
et  des  cylindres  PQ,  RS  ayant 
Oz  pour  axe  commun.   Si   l'on 
pose    OP  =  r,    POx  =  0,    le 
prisme  infiniment    petit    MPQRS   ayant  pour   base   le 
rectangle  PQRS  =  rdQdr,  et  pour  hauteur 

s=/(ar,^)=s/(reosô,  rsinO), 

aura  pour  volume 

rdQ  drf[ r  cos  0,  r  sin  0) . 

L'intégrale  proposée  pourra  donc  être  remplacée  par  la 
suivante 

Xco      ni 
j     f{  rcos  0,  rsin  b)  rdOdr, 
Jo 

dont  ia  valeur  sera  quelquefois  plus  facile  à  trouver. 

'      e~~x%  dx  =  -  Vt:  conduit  à  la  sui- 
0  2 

vante 
En  effet, 

/»  X  /»0  /»CO 

c~x"'d.7:=    I       c~~**dx-{r   j       e~~**dx. 
-ce  J — ce  t/O 

Si  l'on  change  x  en  —  .r,  on  a 


c~~xi  dx  =  yV. 


dom 


c~x:dx  =   I      e~*\dx  =  -yïc\ 

Jo  3 

Xco  _ 

er^dxz^sfi. 
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474.  Plus  généralement,  s'if(x)  est  une  fonction  paire 
de  x,  c'est-à-dire  une  fonction  telle,  que  l'on  ait  identi- 
quement f(x)  =f( — a?),  on  aura 

s*  ce  /"»  ce 

l        f(x)dx  =  i    I       f(x)clx. 
J —  oc  »/o 

En  effet , 

fC  /(.r)r/r=     f       /(x)r/.r-+-    f     /(r),/.r. 

J  — ce  J— CO  lA» 


Mais 


donc 


r  i(x)dx=  r f(-x),u=  f  /{x)dxi 

J — ce  J°  Jo 

f'°  f(x)dx  =  1    f      f(x)<l.r. 
J  —  00  «/o 


On  prouverait  de  la  môme  manière  que  si  f(x)  est 
une  fonction  impaire,  c'est-à-dire  si  f[ — r)  s=  — j  {x), 
on  aura 


J     A 


x)  rlx  =  o. 


475.   Si,  dans  l'intégrale  (2),  on  remplace  .r  par  x^a, 
on  aura 

-00  v/fl 

En  différentiant  celte  dernière  équation  //  fois  de  suite 
par  rapport  à  a,  on  aura 

(  4  )       /        e~ax'  ar,H  dx  —  y  Tv -jj ?  ,7      V        2  /  , 

«/  —  ce 

et,  si  l'on  fait  a  =  1 , 

(5)  /       e-^'x^dx  =z  \/ 77  •  — 


2" 

t.  —  ce 
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47G.  En  'changeant  x  en  x  -f-  a  dans  l'équation  (2), 
elle  devient 

(6)  /         c-(*+«)2 <lx  =  s~ . 

J —  co 
A  -y. 

I  C-^-^UÎX  ~  (**  \  77. 

J  —  co 


OU 

Mais  on  a 


<?-**  - 2flr <7.z  =    /         r-TÎ  ( rr- :o;r )  d.r 


—  co 

I 
0 


'O 

donc  on  aura 

J/'  co 
I        f,-xm-  (c*>*  +  e-7aT)dx  =  eal  sj>rr. 
o 

Les  deux  membres  de  cette  équation  peuvent  être  dé- 
veloppés en  séries  convergentes,  suivant  les  puissances 
entières  et  ascendantes  de  «,  et  comme  1  équation  a  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  «,  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  a  doivent  être  égaux  dans  les  deux 
membres  5  d'où  il  suit  que  l'équation  subsistera  si  l'on  v 
remplace  a  par  une  expression  imaginaire.    En  posant 

a  —  at.\  —  1,  d'où  e2ax+e""2flx=:  2cos2«x,  elle  devient 


(8)  I        r^cosîai^rr-e 


?. 


Ainsi  le  passage  des  quantités  réelles  aux  imaginaires 
peut  faire  découvrir  de  nouvelles  intégrales,  comme  on 
l'a  déjà  fait  remarquer  au  n°  465. 

INTÉGRALE    OBTENUE    A    L  AIDE    d'uNE    ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE. 

477.  Un  autre  procédé  consiste  à  former,  entre  l'inté- 
grale proposée  et  l'une  des  indéterminées  qu'elle  ren- 
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ferme,  une  équation  différentielle  qu'on  puisse  intégrer. 
Soit,  par  exemple, 


i/O 


00 

c~  xi  cos  ictxdjc. 


On  a 

du 
dix 


Xoo  r*& 

s\nria.x.e-x'ixdx  =    /       siniccx  .d.e~x\ 


En  intégrant  par  parties  et  en  observant  que  sin2a.r.e~ 
est  nulle  aux  deux  limites,  on  aura 


^a  Jo 


,  ,     ,.  du  du 

c  est-a-dirc        — -  =  —  2a«,     ou     — =  —  2«</a; 
«a  « 

ou  u  =z  Le 

Pour  déterminer  C,  on  fait  a  =  o  :  alors 

Jr00  i  /— 

(?"*"  <£r  =  -  y  77  =  C  ; 
o 


doue 


J/100  i  _ 

éT~x'  COS  2  7.X dx  =  —  £~ "  "    v/tt. 
2 


EXERCICES. 

1 .  Démontrer  la  formule 

J0        \        m  J  hin  +  î  J0        \        m  J 

et  en  déduire  la  première  de  ces  intégrales  quand  m  est  un  nombre 
entier. 

2.  Démontrer  la  formule 

"y     I    \//  +  I/         //  +  I    \2«+I/         2/2-f-I    \  3  /z  -f- 1  / 
cas  parti  eu  lier  de  n  =  2. 


- 1 
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MÉTHODE    DE    M.    CAUCIIY.   FORMULE    FONDAMENTALE. 

478.   Soient  z  une  variable  imaginaire,  r  son  module 
et  p  son  argument,  en  sorte  qu'on  ait 

z  —  /-(cos/;  -h  \l —  i  sin/j)  —  ré?*-'. 

Soit  J  (z)  une  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  continue, 
ainsi  que  sa  dérivée,  pour  toute  valeur  de  z  dont  le  mo- 
dule r  est  inférieur  à  une  certaine  limite  R.  Supposons, 
en  outre,  qu'en  laissant  le  module  constant  et  en  faisant 
croître  l'angle  p  dune  manière  continue  depuis  une 
valeur  quelconque  a  jusqu'à  la  valeur  a  H-  27T,  la  fonc- 
tion reprenne,  pour  p  =  ce  -f-  2TT,  la  valeur  qu'elle  avait 
pour  p  =  x.  Cette  condition,  que  M.  Cauchy  omet  dans 
ses  énoncés,  mais  qu'il  suppose  dans  ses  démonstrations, 
n'est  pas  toujours  remplie  quand  la  fonction  f{z)  a 
plusieurs  valeurs  différentes  pour  une  même  valeur  de  z. 
On  ne  considère  ici  qu'une  des  valeurs  de  f\z)  et  la  va- 
leur correspondante  de  sa  dérivée. 
Cela  posé,  je  dis  qu'oAz  a  la  formule 

(i)  /(<>)=>  r^  f      f  (')''/'> 

ou  f(°)  =  iz    f        i7C/(reP^)dp, 

pour  tout  module  r  moindre  que.  R 
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En  effet,  z  étant  une  fonction  de  r  et  de  p,  si  l'on  dif- 
fércntie  f  (z)  tour  à  tour  par  rapport  à  r  et  à  p,  on  aura 

dr  K   '  dr       J    K   ■ 

<lf{z)  ,,  ,    s  dz 


=/'WT=/W«r-lH. 


dp  dp 

et,  par  conséquent, 

df(z)  y        df(z) 


dr 


$ 


Comme,  par  hypothèse ,  f  [z)  reste  finie  et  continue 
pour  toute  valeur  de  z  dont  le  module  est  moindre  que  R, 
la  môme  propriété  appartient  aux  deux  membres  de  cette 
dernière  équation.  En  les  multipliant  par  dr.dp,  et  les 
intégrant  par  rapport  à  r  depuis  zéro  jusqu'à  r,  et  par 
rapport  à  p  depuis  a  jusqu'à  a  -h  2  7r,  on  a 

r—dp  rMïtirL  f  _t=  r^^dp-, 

J«  Jo         dr  Jo    /'V-'  J«  dP 

or  /       —j—dr=f(z)—f(o), 

et  puisque 


dfjz) 
dp 

on  a 


/ 


dp=f\t)i=f{rer'tt), 


[Mais  le  second  membre  est  nul  par  hypothèse  ;  par  con 
séquent 


«  -+-  2  - 


//;  —  o, 


(-1 


f  ~-  f 

Jo    r\/—i  J«  dj 

/»  SC    I    3  71 

/  [/(J)T-/(o)]rf/.  =  o; 
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donc 

/(o)     /                  df,.=    \                 /(») 

ou 

(i) 

ce  qu'il  fallait  démontrer.    , 

479.  Si  y  (s)  et  f'(z)  restent  finies  et  continues  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  compris  entre 
r  et  p,  en  appelant  £  la  valeur  de  z  qui  a  p  pour  module, 
on  aura 

/(*)#=  /  /(«}+: 

J/>  y.-f-27T 
y(z)  d|p  est  indépendante  du 
a 

module  /',  ce  qu'on  vérifie  en  différentiant  cette  inté- 
grale par  rapport  à  r  (451). 

480.  En  faisant  a  ==  o  dans  la  formule  (1),  on  aura 


r*  'in 


(II)  /(o)=^-    /        f{rcP«-<)dp, 

et  si  l'on  fait  ensuite  z  =  —  iiz  et  que  l'on  change  p 
en  — p,  on  aura 

481.   En  remplaçant  f  (z)  par  f(x-l-z)  dans  la  for- 
mule (I),  on  en  déduit 


(m) 


car  on  a  ^(o)  =  f  (x).  Ainsi  une  fonction  £  (x)  d'une 
variable  x,  réelle  ou  imaginaire,  peut  être  représentée 

par  une  intégrale  définie,  pourvu  que  f  \x-\-rep  -1  j  reste 
finie  et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée,  pour  la  valeur  at- 
tribuée à  /'  et  pour  toute  valeur  moindre,  et  que  cette  fonc- 
tion reprenne  la  même  valeur  quand  p  augmente  de  2  7T. 
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482.  Les  formules  précédentes  donnent  les  valeurs 
d'une  classe  nombreuse  d'intégrales  définies.  Prenons 
d'abord 


/W=  — 


Cette  fonction  et  sa  dérivée  deviennent  infinies  pour  z=  i , 
valeur  dont  le  module  est  r  =  i  ",  mais  elles  sont  finies  et 
continues  pour  toute  valeur  moindre  que  i  attribuée  au 
module.  On  peut  donc  appliquer  la  formule  (II)  qui  donne, 
pour  /•  <^  i , 


(0 


ou 


"  277  Jo         l'~ 


—  ? 

Z 


o         I 


dp 


rcosp  —  y  — l  '"sin/>> 

27r  (i  —  rcosp  -f-  y  —  i  rs'mp) 


dp, 


i  —  2  r  cos  p  +  r 
et,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  imaginaires, 

JÇ  2  *     (  I  —  r  cos  p  )  dp 
| :=2*> 
i  —  '2  r  cos  p  -h  r2 

smpdp 


i 


o. 

i  —  2/'cosyj  +  r2 


Cette  dernière  formule  est  d'ailleurs  évidente,  puisque 
les  éléments  de  l'intégrale  qui  correspondent  à  des  valeurs 
de  p  dont  la  somme  est  27r  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires. 

483.  On  trouve  directement  la  formule  (i)  en  obser- 
vant que  la  fonction  peut  être  développée  en  une 

série  convergente  quand  le  module  de  z  est  moindre  que 
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l'unité.  En  effet,  dans  ce  cas, 

i 

I  —  z 

d'où  résulte  la  série  convergente 

f        7^7  =    f       *-+-    f        t^-H     f    **++..... 

Xi  7T 
dp  ==  2ir, 

et,  d'ailleurs,  pour  tout  exposant  positif  différent  de  zéro. 

Jr»27T  /»27T 

c"  <://>>  =  rtt    j        ePF^dp  =  o  ; 
o  Jç> 

donc  /        — i —  ==  'lit. 

Jo  l~z 

484.  Faisons  dans  la  formule  (U)  f(z)  =  c"z.  Celte 
fonction,  ainsi  que  sa  dérivée,  est  finie  et  continue  pour 
toute  valeur  de  z  et  n'a  qu'une  seule  valeur.  On  a  donc, 
quel  que  soit  le  module  /', 

(3)  1  =  /  gar  cos  p+lfclàr  si*  Pfjpf 

27rJo 

d'où  l'on  lire,  en  faisant  or—  b  et  en  séparant  les  quan- 
tités réelles  d'avec  les  imaginaires. 

/»27T 

[     j        ebcosP  cos  (  b  sin  p  )  dp  =  1  n , 

/  v  ]    J O 

/     /       t6cos rs\n(b  sin  /; )  c//^  —  o . 

485.  Soit  encore 

/(*')  =  1(1 -.«),    d'où  /'(Z)  =  _--L_. 

La  fonction  et  sa  dérivée  deviennent  infinies  pour  la 
valeur  z  —  i  dont  le  module  est  i.  Il  faut  donc,  dans  la 
formule (Iî);  supposer  r</i .  D'ailleurs,  en  faisant  croître  p 
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d'une  manière  continue  depuis  une  valeur  quelconque  a 
jusqu'à  la  valeur  a  -f-  2  7T,  la  fonction  1  (i  —  z)  reprendra 
pour/?  =  ex.  -H  2  71  la  valeur  qu'elle  avait  pour  p  =  2. 
En  effet,  posons 

i  —  z  t=  p  (  cos  9  -f-  v/ —  i  sin  9  )  : 
jo  et  oseront  déterminés  par  les  équations 

pcosO  =  i  —  ?'Cosp,      p  sin  9  ==  —  rsin  jj; 
on  en  déduit 


p  =  -f-  y/i  —  2  rcosp  -H  r*, 

i  —  rcosp  .  — rsïnp 

cos  9  =  —  ,      sin  9  = 


\J  i  —  zrcosp  -j-  r-1  y/i  —  2rcos/?-f-r2 

On  connaît  donc  cos0  et  sinô  en  fonction  de  p.  Si  l'on 
donne  à  p  une  première  valeur  arbitraire  a,  on  a,  par  ces 
formules,  la  valeur  de  cos  9  et  celle  de  sin  9  auxquelles 
correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  l'arc  0.  Choi- 
sissons à  volonté  une  de  ces  valeurs  que  nous  désignerons 
par  ê.  En  faisant  croître  p  d'une  manière  continue  depuis 
a  jusqu'à  a-f-27r,  les  valeurs  de  cosO  et  de  sinO  va- 
rieront par  degrés  insensibles,  et  redeviendront,  pour 
p  =  a  -f-  27T,  égales  à  leurs  valeurs  initiales  pour  p  =  a. 
Par  conséquent,  lare  9  variera  aussi  d'une  manière  con- 
tinue à  partir  de  sa  valeur  initiale  6  qui  correspond  à 
p  =  a,  et  quand  p  atteindra  la  limite  supérieure  a  +  21:, 
6  sera  revenu  à  sa  valeur  initiale  ê,  ou  bien  il  en  différera 
d'une  ou  de  plusieurs  circonférences. 

Mais  si  Ton  suppose  r<^i,  je  dis  qu'on  aura  9  =  6  pour 
p  ==  a  =  2  71  comme  pour  p  ==  a;  car  la  formule 

1  —  /•  co?  p 

cos  9  =  

y  1  —  2 rcosp  -h  r2 

fait  voir  que  si  l'on  a  r<^i,  cos#  reste  positif  pour  toutes 
les  valeurs  de  p.  Donc  l'extrémité  mobile  de  l'arc  varia- 
ble 0,  mesuré  à  partir  d'une  origine  fixe  sur  un  cercle,  se 
trouvera  toujours  dans  le  premier  ou  dans  le  quatrième 
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quart  de  cercle,  et  puisque  son  sinus  et  son  cosinus  re- 
prennent pour  p  s=  a  -H  aft  leurs  valeurs  pour  pas  a, 
l'arc  Q  lui-même  reprendra  pour  p=.a  4-  rir<  la  valeur  o 
qu'on  lui  avait  assignée  pour  p  =  a. 

Ayant  pose 

1  —  z  =  p(cos&  -4-  y/  —  1  sinO  j  ==  pc(j^  ~  ', 
on  a  |(i  _  z)  —  lp  -j-  0  y7— "^ 

et  la  formule  (II)  nous  donne 

(5)  0--r:     f         (lp  +  9<J~l)dp, 

Jo 

équation  qui  revient  aux  suivantes  : 

[      j         1  ( y  * —  2. r  cos p -{- r2)  dp  =z  o, 


(6) 


f 

«/O 


;  —  rsin /? 

arc  fani*  dp  =  o. 

1  —  rcosp 


DÉVELOPPEMENT    DES    FONCTIONS. 

486.  M.  Caucliy  a  fait  servir  la  formule  (I)  au  déve- 
loppement des  fonctions  en  série,  et  il  en  a  déduit  les  con- 
ditions sous  lesquelles  ces  développements  sont  conver- 
gents. Il  est  arrivé  ainsi  à  ce  théorème  remarquable  : 

Une  fonction  F  (x)  d'une  variable  x,  réelle  ou  ima- 
ginaire, peut  être  développée  en  série  convergente  sui- 
vant les  puissances  entières  et  positives  de  x,  tant  que  le 
module  de  x  est  moindre  que  celui  pour  lequel  la  fonction 
ou  sa  dérivée  première  devient  infinie  ou  discontinue. 

D'après  ce  théorème,  pour  la  démonstration  duquel 
nous  renverrons  aux  ouvrages  mêmes  de  M.  Cauchy,  les 
fonctions 

cx,     sin.r,      ex\     cos(i  —  j?2), 

et    leurs   dérivées    premières,   ne   cessant  jamais   d'être 
linies  et  contiues,  seront  toujours  développables  suivant 
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ies  puissances  ascendantes  de  x.  Mais  les  fonctions 

I  X 

—  •>      l(i —  x),     arctangx, 


i  —  x         i+YiL 

et  leurs  dérivées,  cessant  d'être  continues  quand  le  module 
de  x  devient  égal  à  l'imité,  ne  seront  développâmes  que 
si  ce  module  est  moindre  que  l'unité.  Les  séries  obtenues 
pourront  devenir  et  deviendront  en  effet  divergentes  si  le 

module  de  x  surpasse  l'unité. 

i 

Enfin  les  fonctions  lx,  ex,  cos-  deveuant  discontinues 

x 

avec  leurs  dérivées  pour  x  =  o  et  par  conséquent  lorsque 

le  module  de  x  est  le  plus  petit  possible,  elles  ne  seront 

jamais  développables  en   séries  convergentes  ordonnées 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 

487.  Les  dérivées  des  fonctions  que  nous  venons  de 
nommer  deviennent  infinies  et  discontinues  en  même 
temps  que  ces  fonctions.  S'il  en  était  toujours  ainsi,  on 
pourrait,  dans  l'énoncé  du  théorème  général,  omettre  la 
condition  relative  à  la  dérivée  première;  mais  on  n'a  pas, 
à  cet  égard,  une  certitude  suffisante. 

DES  INTÉGRALES  EULÉ1UENNES.  > — DÉFINITION. PROPRIÉTÉS 

DE    L'iNTÉGRALE    DE    PREMIERE    ESPÈCE. 

488,  On  nomme  intégrale  eidérienne  de  première  es- 
pèce et  l'on  représente  par  B(/j,  q)  l'intégrale 

(t)  f  .xi}-[(\  —  x)<l~xdx, 


Ç   .r^-'(i 


dans  laquelle  p  et  q  désignent  des  nombres  positifs.  On 
verra,  comme  dans  une  autre  occasion  (460),  que  l'inté- 
grale précédente  aurait  une  valeur  infinie  si  p  ou  q  était 


négatif. 


On   nomme   intégrale  eulériennc  de  seconde  espèce 
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l'expression  déjà  considérée  (-400,  463) 

r(»)s=    /      tr-jr~*dx=   f    l\-\'    dz. 

489.  L'intégrale  de  première  espèce  peut  se  mettre  sous 
l'une  des  deux  formes 

T 

en  posant  .r  =  — - —  dans  le  premier  cas,  o?=:sin2{;  dans 
le  second. 

490.  L'intégrale  de  première  espèce  est  une  fonction 
symétrique  de  p  et  de  q  -,  car  si  l'on  pose  x  ==  i  — y  -,  on  a 

Jo 
On  a  donc 

(2)  B(/,,?)  =  B  (?,/,). 

491.  On  peut  diminuer  d'une  unité  chacun  des  expo- 
sants p  et  q.  Car,  en  intégrant  par  parties,  on  a 

f*  nP{\ x^        i)    C 

\xP{\  —  x)l~x  dx  =  —  — -  -f-  ~    I  xF~%(  I  —  x)9-^  (l—x)  dx 

J  H  </J 

— \ --(--    \xP-x{\—x)1-{dx~-    \xP{\  —  x^-'dx; 

donc,  en  prenant  pour  limites  o  et  i, 


B(/;+«,  7)=^B(/>,  7)-^B(/;  -h  i,7), 


d'où 


(4)  B(p^l,q)^-^--^(p,q); 

on  aura  de  même 

(5)  "(ftï'+'}ri^»(ftï)- 


TRENTE-NEUVIEME    LEÇON.  JI 

KELATIONS    ENTRE    LES    INTEGRALES    DE    PREMIERE     ET    DE 
SECONDE    ESPÈCE. 

492.  Toute  intégrale  de  première  espèce  peut  s'expri- 
mer au  moyen  de  deux  intégrales  de  seconde  espèce. 

En  effet,  si  dans  l'intégrale  T  (p)  on  change  x  en  }  % 
on  aura 

T(p)  —  2    /      c-y\y*r-'dy. 
On  aura  aussi     Y(q)=i    j      e~xix  1(i~x  dx\ 

t/O 

I         /       c-xi-r°-  x"J~  [f-f-  '  de  dy. 
o      Jo 

Le  second  membre  représente  le  volume  compris  entre 
la  surface  qui  a  pour  équation 

z  =  e-*-?7  x2(i~x  y2P~l 

et  les  plans  coordonnés  ;    en  prenant  des  coordonnées 
polaires  r  et  0,  ce  volume  sera  encore  représenté  par 

2    !       sin^-'Gcos2?-'  OdO  X2    I        «-ri  r'P+*i-]  dr. 


?.    j      sin^-'Gcos^-' Gr/Ô  X  2    I 
*/o  «/o 


Or  le  premier  facteur  est  égal  à  B(p,q)    (489),   et  le 
second  à  T  (p  -f-  q)  •  on  a  donc 

r(p)r(q)  =  B(Piq)r(p  +  q), 
d'où 

«<»■«>-« 

493.   Si  dans  le  premier  membre  de  l'équation  précé- 
dente on  pose  o:  =  - ,   on  aura 

a 


l 


a   uP-1      (a  —  u)l-i     du         T[/))r(q) 
aP->  al-1  a  r(p-j-q) 
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d'où 

JC"  r(p)r(r/) 

r(/>-+-'y) 


INTÉGRALES     MULTIPLES    QUI     SEXPRIMENT    A    L'AIDE    DES 

FONCTIONS    T. 

494.  La  formule  (2)  est  un  cas  particulier  dune  for- 
mule plus  générale  au  moyen  de  laquelle  on  exprime  par 
des  fonctions  T  l'intégrale  multiple 


/// 


.  ..rP-'jî-1  zr-'. ..(«  — x  — y  —  z.  .  .)J_I  dxdydz.. .  , 


étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  y,  -s, . . .  ,  qui 
satisfont  à  l'inégalité 

x  ■+■  y  H-z-t-. .  .  O- 
En  effet,  soit,  pour  fixer  les  idées,  l'intégrale  triple 

Jr>a  na — x  na — x — y 

xP~xdx  I  yq~xdy  I  zr-^(a—x—y—z)s-xdz. 

o  *Jo  Jo 

J'intègre  d'abord  par  rapport  à  z,  et  j'ai  pour  résultat 

(a  —  x  —  r)r+s-1        '    v     - 

Multiplions  par    y^1  dy  et  intégrons  par  rapport  h  y 
depuis  y  =  o  jusqu'à  y  =  «  —  x,  nous  aurons 

r(7)r(r-w)   r(r)r(i) 


[a  —  ,r)7+r+*- 


r(7-h  r-4-.çj     r(r  +  .v) 


r(q)r(r)T(s) 

Enfin,    multiplions  par  xp~v  dx  et  intégrons  de  x  =  o 
à  x  =  a,  il  vient 

(  1  )  a  =  a p+1+r+s-i     u  )    \i) — v  /    v  ; . 

v   ;  r(/?  -h  7  -h  r-*-  s) 
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Si  dans  cette  formule  on  fait  $===?,    «==i,   on  aura 

l'intégrale   étant   prise   pour   toutes  les  valeurs  positives 
de  .x,  y,  2  qui  satisfont  à  l'inégalité 

495Jf  De  là  on  déduit  la  valeur  de  l'intégrale 


=/// 


xP-iyl-iz'-'dxdydz, 

étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  y,  z  pour  les- 
quelles la  somme  (  -  )  "f-  (y  )  "!"(")  reste  inférieure 
ou  au  plus  égale  à  i.   Car  en  posant 


=M5i       7- 


*/  \*  '     ~"'     l  -'   ""■" 


■■  (;)' 


f 


l'intégrale  cherchée  devient 


"-IIF 


aPbir*    n  °  n 


ap7 
avec  la  condition  £  H-  Y)  -H  £  <^  i .   Donc 


f/H  rfyj  </Ç , 


(:>)  B  = 


r  W 


r[£)r(î 

r//,^cr        \  a  /        \  p 


P        7 


APPLICATIONS    A    LA    RECHERCHE    DES    VOLUMES    ET    DES 
CENTRES    DE    GRAVITÉ. 

i96.  La  formule  (2)  permet  d'obtenir  le  volume  compris 
entre  les  plans  coordonnés  et  la  surface  dont  l'équation  est 

Par  exemple,  en  faisant  a  =  |3  =  y  =  2 ,  p  =  q  =  j==  1, 
l'intégrale  désignée  par  B  (495)  représentera  le  volume  V 
du  8e  de  l'ellipsoïde  dont  les  axes  sont  2a,  2&,  2c.  On 

II.    2e  édition.  3 
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aura  donc 

Y_*hc     T(\Y 
"8    Ptt  +  iV 

mais  (461)      rg+.)  =|r(|)^}p(l} 

d'ailleurs  (492,  471) 

r/i)  =  2/        e-xXdxz=z  v/tt; 

donc  V  =      _     • 

o 

497.  Si  l'on  demande  les  coordonnées  xt ,  j^ ,  «zt  du 
centre  de  gravité  de  ce  volume,  il  faudra  prendre  la  formule 

V.T,  =    !     l     I  xdxdydz, 

et  l'on  aura,  en  faisant  a  =  p>  =  y=2j  p=i,  gs±r=zt1 
cObc    r(i)  r(})2        na2bc 

*    <  3 

Cl  OU  .r,  =  -  «  ; 

o 

3  3 

on  trouverait  de  la  même  manière^  =  ^  b,   z^  =  ~  c. 

EXERCICES. 

4 .  Démontrer  la  relation 

n  désignant  un  nombre  entier  et  positif. 

*  jf-1  (i  —  *)*--'  i        r(«)r(fl) 


2. 


3.  r1  i,r  <&c= 

t/O       l/l 


X 


00 


4.  /        <?     v  '  dx  —  —  e 
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QUARANTIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES   DIFFÉRENTIELLES   TOTALES 
ET  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 

Condition  d'intégrabilité  et  intégration  dans  le  cas  de  deux  variables.  — 
Extension  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables.  —  Équations 
différentielles.  —  Définitions.  —  Équations  du  premier  ordre.  — Sépa- 
ration des  variables.  —  Équations  homogènes.  —  Équations  rendues 
homogènes. 


CONDITION    DINTÉGRABILITÉ    DES    FONCTIONS    DE    DEUX 

VARIABLES. 

498.  Intégrer  une  expression  di fièrent ielle  de  la  forme 
Mdx  -f-  "Ndy-{-  Pdz.  .  .  ,  c'est  chercher  une  fonction 
de  x,  yy  z,  .  .  .  ,  dont  cette  expression  soit  la  différen- 
tielle totale. 

Une  différentielle  relative  à  une  seule  variable  a  tou- 
jours une  intégrale  (I,  320)  \  il  n'en  est  pas  toujours 
ainsi  d'une  fonction  différentielle  de  plusieurs  variables, 
et  certaines  conditions  doivent  être  remplies  pour  qu'une 
telle  expression  soit  la  différentielle  totale  d'une  fonction. 
En  effet,  si  u=f(x,y)y  on  a 

du  du   , 

du  =  -—  dx  H dr, 

dx  dy 

du  du 

dx  dy 

et  — —  =  — -  \ 

dy  dx    ' 

mais  si  l'on  désigne  par  Mdx  -t-Ndy  la  différentielle 
totale  de  la  fonction  u,  on  aura 


M 


donc 

(i) 


du 

du 

dx 

dy 

dM        diï 
dy          d.r. 

3. 
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L'expfessiotl  Mft.t:  -\-Rfly  ne  pourra  donc  être  intégrer 

si  cette  relation  n'a  pas  lieu. 

499.  Si  la  condition  (I)  est  remplie,  yiflx-hiS rJy  sera 
la  différentielle  totale  d'une  fonction  u.  En  d'autres 
tenues,  il  existera  une  fonction  u  telle,  que  l'on  ait 

—  —  M       — "  —  N 
dx  dy 

En  effet,  cherchons,  si  cela  est  possible,  une  fonction  // 
telle,  que  l'on  ait 

(i)  du  =  Mdx  -f-  Ndy. 

La  l'on'  lion  cherchée,  devant  avoir  Mdx  pour  différen- 
tielle par  rapport  à  x,  sera  égale  à  l'intégrale  de  M/7x 
augmentée  d'une  quantité  y  (j)  indépendante  de  .r,  mais 
fonction  de  y  5    u  sera  donc  de  la  forme 

u  =  /  Mdx  -h- f  {jr)==  v  -r- 1 (y), 

en  posant  u  =   I  M^.r. 

Il  reste  à  déterminer  ^  (y)  de  manière  que  -— ==  N. 

Or  on  a 

du       dv        da 
dy"  dy        dy^ 

d  ou  ~  =  N  —  -7-  * 

'(r  «r 

<& 
On  voit  par  là  que  3N  —  —  ne  doit  par  contenir  a\ 

On  aura  donc 


(.. 


M=0 


ou 


dx 
dv  dv 

</r  <tf;r  *fy  <// 
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On  retrouve  ainsi  la  condition 

r/N    _  dU 
dx  dy 

si  cette  condition  est  remplie,  on  aura 

di 


?(x 


»=/(» 


dy 


dy 


et,  par  suite, 
Exemple 


"  =  fMd^f  {*-i)*' 


du  =  f  >  j,  r^!_1  *  +  "'_*      _  il  d 


On 


2J 


</N 


(.r  —  j^)3         «for 


Kr    |Mrfaf  +  y(/)=lj;4- 


r/«        dv        do        ixy  —  y*        dy  x 


f(y)> 


^ 


? 


dy        dy        dy         (x  —  y)-         dy        (x  —  yf       y 
do 


do  i 

=  i .,      9=z  j  — lj  -h  C, 


u  = h  1 h  C. 

*—y       y 


extension  au  cas  de  plusieurs  variables. 
500.  Soit 


c'est-à-dire 


M(/x  +  ÏW/  -f-  Pdz  =  du , 


du  du  du 

dx  dy  dz 


on  aura 


du  du  du  du  du  du 

a  ——  d  — —  d  ——  d  —  d  — -  «  -r~ 

«r  aj'  «x  r/s  «y  dz 

dy  d.x  dz  d.r  dz  dy 
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ou  bien 

(II) 

dM 

dy 

r/N        dU        dJ>        dN     _dP 

d.r           dz           dx           dz           dy 

Telles  sont  les  conditions  nécessaires  pour  que  Ja  formule 
proposée  soit  inlégrable. 

501.  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies, 
la  formule  proposée  est  intégrable.  En  effet,  cherchons 
une  fonction  u  telle,  que 

(i)  du  =*M.dx-\-Rdy  +  Vdz. 

Puisque  la  différentielle  de  uy  par  rapport  à  x,  doit  être 
Mdx,  on  aura 

u  =  l  Mdx  +  ?(/,z)  =  c  +  «p ( y y  z), 

en  posant  i>  =  fMdx. 

Maintenant  il  faudra  que  Ton  ait 


c'est-à-dire 


du       m,      du       _ 

^=N>  ^  =  p> 


dv         do        ^       dv        da        n 

-r  +  T^  =  N»     T  -*"  3T  =  P' 
dy        dy  dz        dz 


._  .  dy  dv  dy  dv 

ou  bien  -rL  =  N r->  -rL  =  p r" 

dx  dy  dz  dz 

Or  —  et  —  ne  doivent  contenir  que  y  et  z,  par  hypo- 
dy        dz 

thèse  \  donc  on  aura 

o ,  — s — : =  o 


OU 


(») 


dx  dx 


dx         dy         dx         dz 
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En  outre,  la  fonction  cp  doit  satisfaire  à  la  condition 


dy 

d.d-i 

dz 

dz 

dy 

on  aura  donc 

dz 

A-î) 

dy 

ou 

(3) 

dz 

_dV 

'  dy 

Si  les  trois  conditions  (2)  et  (3)  sont  remplies,  il  exis- 
tera (499)  une  fonction  <p  dey  et  de  z  telle,  que 

et  l'on  aura  u  =  p  4-  <j>. 

502.  La  méthode  précédente  s'étend  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables.  En  général  — est  le  nombre 

des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'intégrabi- 
lité  d'une  formule,  n  étant  le  nombre  des  variables. 

ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES-  DÉFINITIONS. 

503.  On  nomme  équation  différentielle  du  nieme  ordre 
une  relation  entre  une  variable,  une  fonction  de  cette 
variable  et  les  dérivées  ou  différentielles  de  divers  ordres 
de  cette  fonction  jusqu'au  nieme  ordre  inclusivement. 

Une  équation  différentielle  du  premier  ordre  à  deux 
variables  sera  donc  de  la  forme 


F('r,J'£)=0- 


dv 

En  la  résolvant  par  rapport  à  —  j  on  aura  une  ou  plu- 


dx 
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sieurs  équations  de  la  forme 

dy 

—  =f(x,  y)     «m      Mdx  -f-  frdy  =  o, 
dx  '  ' 

M  et  IN  étant  des  fonctions  connues  de  :r  et  de  r. 

INTÉGRATION    DKS    ÉQUATIONS    D(      PREMIER    OftDBE.    — 
SÉPARATION    DES    VARIABLES. 

504,  L'intégration  s'effectue  immédiatement  quand  les 
variables  peuvent  èlre  séparées,  c'est-à-dire  quand  il  es! 
possible  de  mettre  l'équation  sous  la  forme 

o(x)dx  =  ^  {y)dy; 
on  aura 

f ?  (x)  dx  =    Là  (y)  r/j  -{-  C.  . 
C'est  ce  qui  arrive  si  l'équation  est  de  la  forme 

on  sépare  les  variables  en  écrivant 

dy 


y[x)dx  ■= 


Hx) 

505.  Exemples  : 

xmdx  -f-  yndy  =  o, 

-+-  — =  C. 


m  H-  i        «  -h  i 

2°  #2  o[y  =  (  y  -+-  «  )  «fa:  ; 

cette  équation  revient  à 

dy  dx 

y-\-a        x1 

On  en  déduit  1  (y  -f-  a)  =  C 

x 

c-i 

ou  /  +  û  =  c        x. 

3°  xydx  =  (rt  —  .r)  (y  —  b)  dy, 
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Y  —  b  xdx 

d  où  « dy  = 

y  a  —  x 

On  en  tire 

y6  (a —  x)~a=Ccx+r. 

ÉQUATIONS    HOMOGÈNES. 

506.    On  peut    encore    séparer  les  variables  lorsque 
l'équation 

(  i  )  M  dx  H-  N  dy  =  o 

est  homogène,  c  est-à-dire  quand  M  et  N  sont  des  fonc- 
tions homogènes  et  du  même  degré  des  variables  ,r  et^. 
On  a,  dans  ce  cas,  m  étant  le  degré  de  l'homogénéité, 

L'équation  différentielle,  divisée  par  x"\  devient  donc 
(2)  ,  tt\  dx  4-  *  (A  dy  =  o. 


Si  Ton  pose 


—  =  z,     d'où     rf^  —  xdz  H-  zafcr, 


l'équation  (2)  deviendra,  en  divisant  par  x[y  (z)-\-  -z^(s)], 

r/.r  -ty(z)  dz 

x         çp(z) -h  z^  (z) 
d'où 

(3)         u+  r_ t^*  ,=c. 

507.   Exemples.  —  i° 

(  1  )  xdy  —  ydx  =  cte  y  x2  -f-  _/'. 

Cette  équation  est  homogène  et  du  premier  degré.  En 
appliquant  la  méthode  précédente,  on  la  ramène  d'a- 
bord à 

dx  dz 
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d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

\x  =  \C(z-\-  y/i  -+-z2)> 


x 


ou 


c; 


2  +  \/l  +  Z2 

ce  qui  donne,  en  remplaçant  z  par  -  et  en  faisant  dispa- 
raître le  radical, 
(2)  x2  =  2cy  -\-  c7. 

On  parvient  à  l'équation  différentielle  (1)  quand  on  ré- 
sout ce  problème  :  Trouver  une 
courbe  MNP  telle,  que  le  rayon 
"vecteur  OM  soit  égal  au  seg- 
ment OT  compris  entre  l'ori- 
gine et  le  point  où  la  tangente 
MT  rencontre  l'axe  des  y.  D'a- 
près l'équation  (2),  cette  pro- 
priété appartient  à  toutes  les 
paraboles  qui  ont  pour  axe  la 
droite  Oy  et  pour  foyer  le  point  O. 

2°  xdx  -\-ydy  =  2  nydx. 

On  trouve 

zdz 


*+fï= 


2/2Z  -\-  Z3 


=c, 


OU 


\x-\--\(l  —  1nz  +  Z2)-\-    I   


ndz 


=  C. 


2  HZ  -+-  Z2 

Quand  rc  =  i,  on  arrive  à  l'équation  intégrale 


{x — y)e 


x—y 


c. 


En  différentiant,  on  a 


jydx  — 


r 

x 


3y2xdy  —  y*dx 

y x—        ~i       » 

équation  homogène  dont  l'intégrale  est 

(x2—  2y*y  =  Cx\ 
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4°  ( mx  -f-  ny)  dx  -+-  (px  -f-  qy)  dy  =z  o. 

0„  a  U+f ^  +  1*1*       i=C> 

et  l'intégration  peut  toujours  s'achever. 

ÉQUATIONS    QUE    LON    PEUT    RENDRE    HOMOGÈNES. 

508.  On  peut  quelquefois  rendre  homogène  une  équa- 
tion qui  ne  présente  pas  ce  caractère.  C'est  ce  qui  arrive 
pour  l'équation 

(i)  (a  +  mx  -+-ny)dx-±-  [b  -{- px -}-  qy)dy  =  o. 

En  posant 

x  =  x'  -h  a,     y  =y'  -+-  g, 
on  a 

(a + m  a  -h  /*  S  -h  mx'-{-  ny')  dx' -\-  (b-\-pv.-\-q&  +px'-\-  qy*)  dy' . 

Il  suffira,  pour  rendre  cette  équation  homogène,  de 
poser 

a  -\- ma.  -\-  n&  =  o, 
b  -h  pu.  -f-  q&  —  o; 
d'où  Ton  tire 

bn  —  aq  ap  —  bm 

a—  ,      g  — , 

mq  —  np  mq  —  np 

et  il  restera  l'équation 
(2)  (mx'  -\-ny')dx'  -f-  {px' -h  qy')dy'  =  o. 

509.  Cette  transformation  est  impossible  si  mq — np=zo. 
Dans  ce  cas,  on  a  q  =  — ?  et  l'équation  (i)  devient 

m  (a  -4-  w.2?  -+•  ny)dx  -f-  [mb  -+-  (jra.r  -J-  «/)/?]<^"  s=s  o. 

/-v                                                     m  -  ,      •          dz  —  mdx      ., 
Un  pose   mx  -\-  ny  =z  z\    dou   aj= :  il   en 


résulte 


/  vi  /  7  \  dz  —  mdx 

m  (a  -H  z)  dx  -f-  (6ff<+  /?s) =  o 
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et 

(3)  md,  = 


bm  —  an  -\-  (p  —  n)z 


équation  où  les  variables  sont  séparées. 

Si,  en  même  temps  que  mq —  np  s=  o,  on  a  q  =  o, 
il  faut  que  n  ou  p  =  o,  et  les  variables  se  séparent  immé- 
diatement. 

510.  L'équation  (î)  peut  encore  s'intégrer  en  posani 

a  -f-  mx  -f-  ny  =z  «,      b  -+■  px  -j-  qjr  =  v  ; 
d'où 

mdx  -h  ndy  =  du  ,      pdx  -+-  qdy  =z  d<>. 

Les  valeurs  de  x,  j,  ^/.r,  dyy  tirées  de  ces  équations  et 
substituées  dans  la  proposée,  conduisent  à  une  équation 
homogène  en  u  et  v. 


EXERCICES. 

\ .  Intégrer  V équation  différentielle 

x  -h  V   dx  H -  dy  —  o . 

Solution. 

(j2-  3.TJ-.2;2)2'  [aj-  (/I3H-3)  aj 
2.  (  3  y  '  x  4-  2  .r3  )  cCr  -f-  j3  <(>  =  o. 

Solution. 


3.  xydy  —  y^dx  =  (  j:+ r)2  e  *  rfp*. 

Solution. 

x  -r 
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SUITE  DE  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER 

ORDRE. 

Équations  linéaires.  —  Équations  qui  se  ramènent  aux  équations  linéaires. 
—  Problème  de  de  Beaune.  —  Problème  des  trajectoires.  —  Équations 
du  premier  ordre  et  d'un  degré  quelconque.  —  Cas  où  l'équation  ne 
renferme  pas  explicitement  les  variables  ou  l'une  des  variables.  —  Cas 
où  l'équation  peut  être  résolue  par  rapport  ù  l'une  des  variables. 


ÉQUATIONS    LINÉAIRES. 

511.   On  appelle  équation  linéaire  du  premier  ordre 
une  équation  de  la  forme 

(0  !  +  p'  =  Q> 

dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  de  x.  Pour 
l'intégrer  on  pose 

y  =  ««  ; 
d'où  l'on  tire 

,    .  dz         (du         '     \  A 

On  peut   prendre    à  volonté   un   des  facteurs  de  y  : 

posons  donc 

du 
3  —  -hP«^-o. 

dx 

L'équation  (2)  se  réduit  à 

.  # ,  dz 

(4)  "^  =  <3- 

L'équation  (3)  donne 

—  =  —  Vdx,     d'où     1m  =  —  /  Vdx,     ou     u  =  e-fpdz. 
u  J 

On  n'ajoute  pas  de  constante  à   cette   intégrale,   parce 

qu'il  suffit  qu'une  valeur   particulière  de  u  satisfasse  à 

l'équation  (3). 
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En  remplaçant  u  par  e~f9d*  dans  F  équation  (4),  on  aura 

j-saqef**i     d'où     z=  IQcS*d*dx-hC, 

et,  par  conséquent, 

y  =  es™*  (  Ç(±cSVd*dx  +  C\  • 

512.  Exemples. 

dy 


—  e-$dx  (   j  xzeS**dx  -h  C  )  j 


ou 

y  —  Ce~z  -{-  x3  —  3x*  -+-  6x  —  6. 


,  «s  dr 

1°  (i-h.r2)-f xy  =  a. 

dx 


Ici 


f  ri*, ici 


donc  j  =  yi-i- 


Mais  /   z=     -f-C; 

donc 


j  =  «a:  -f-  C  ^/i  -h  #2. 
ÉQUATIONS    QUI    SE    RAMENENT    AUX    ÉQUATIONS     LINÉAIRES. 

513.  On  ramène  aux  équations  linéaires  les  équations 
de  la  forme 

g  +  p.r  =  Qr», 

ou  r^+Pr'-^Q. 

dx 

En  effet,  si  l'on  pose  ~ =  z,  d'où  y~ndy  =  efe,  on 
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aura  l'équation  linéaire 

fg+(l_„)Pz=Q. 

514.  On  peut  encore  opérer  directement  sur  l'équation 
proposée  comme  on  l'a  fait  au  n°  51 1 .  En  posant  y  =  uz, 

on  aura 

dz  (du        ^    \         ^ 

u  -r  +  z    T"  H-  p"  )  =  Q«"2n, 

équation  qui  se  partage  en  deux, 

du  _  dz        ^ 

— -P+w  =  o,      -  =  Qtt"-|zn. 

On  en  tire 


3" 


z1 
et  enfin 


-»  =  (i  —  n)(    CQeli-*)S*d'dj:  +  c\ 


515.  On  peut  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation 

(l)  I  g+Pj   =   Q72   +  R, 

quand  on  en  connaît  une  intégrale  particulière.  Soit  u 
une  fonction  qui  satisfasse  à  cette  équation  sans  renfer- 
mer de  constante  arbitraire.  Posons  y  =  u  -+-  z,  il  vient 

du        dz 

t  +  t  +  Pk  +  Pz=  Q«2-{-2Qwz-f.Q32-{-R  : 

dx        dx 

mais  on  a ,  par  hypothèse, 

du       _         _ 

-—  -f-P«  =  Qw'-t-R; 

l'équation  (i)  se  réduit  donc  à 

(2)  ^  +  (P.-2QM)*  =  QsS 

qu'on  sait  intégrer  (513). 
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Par  exemple.  L'équation 

dr 

J--hPr  =  Qri  +  ]  +  Par—  O; 

(Li: 

esi  satisfaite  par  y  =■  x  et  se  ramène  à  l'équation 

dz 

—  -f-  (P-  '±Q.x)z--=  Qz-. 
<lx 

Si  l'équation  renfermait  une  puissance  de  y  supérieure 
à  y2,  la  même  substitution  ferait  disparaître  I»  ,  mais  elle 
introduirait  de  nouvelles  puissances  de  z. 

PROBLÈME    DE    DE    BEALNE. 

516.  Trouver  une  courbe  telle 9  que  la  sous-tangente 
soit  à  l'ordonnée  comme  une  ligne  constante  est  à  la 
différence  entre  l'ordonnée  et  V abscisse. 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  est 


ou 


dy 

dx 

y 

a 

X 

1 

dy_ 

dv 

— 

i 
a 

y  = 

a 

*> 

équation  linéaire  et  du  premier  ordre.  En  appliquant  la 
formule  du  n°  511,  on  trouve  pour  son  intégrale 


y 


x  -f-  a  -+-  Ce". 


X' 


Cette  équation  se  simplifie   quand  on  prend  pour  axe 

des  xf  la  droite  qui  a  pour  équa- 
tion 

y  =  *  +  ** 

en  conservant  le  même  axe  desj'  : 
les  formules  de  transformation 
sont  dans  ce  cas 


Y 

g.    III 

y 

C// 

A 

Q 

r/ 

S    0 

T 

I 

x 

y=y'  + 


x 


t- 
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et  l'équation  de  la  courbe  devient 


4<J 


jrf  =  Ceay2. 


PRORLEME    DES    TRAJECTOIRES, 


517.    Trouver  une  courbe  qui  coupe  sous   un  angle 
donné  toutes  les  courbes  renfermées  dans  l'équation 

(i)  F(.r,  y,  a)  =  o, 

a  étant  un  paramètre  variable. 

Soieui  x  et  j  les  coordonnées 
du  point  M  commun  à  Tune  des 
courbes  Al)  et  à  la  trajectoire 
CD,  m  la  tangente  de  l'angle 
donné,  enfin  T'et  T  les  angles 
que  les  tangentes  à  la  courbe  Al> 
étala  trajectoire  au  point  (•**,)  ) 

font  avec  Taxe  des  x,  on  a 


i> 


ni 


rang  T  —  tangT' 
i  -h  tangï  tangT' 


Mai 


is 


tanc  1'  =  —  j 
dx 


tang  T  = 


donc 


dy_ 
dx 


ou  encore 


M 


ni 


d\<  dy 
dx  dx 


dF 
dx 


d¥ 

dx 

d¥  ' 

dE_ 

dx 

dy 


r/F  dy 

dy    dx 


L'élimination  de  a  entre  les  équations  (i)  et  (2)  donnera 
l'équation  différentielle  du  lieu. 

II.    2e  édition.  -j 


DO  roi  us    i) 

oi<S.  Soil ,   par  exempl 

y"  -  :  (ï.r.V . 

On  aura 

dy  \  ,  dy 


///  (  ny"—*  -f-  apxP-1  —  j  -4-  npxP~s  —  ny 


dx 


Si  Ton  élimine/?,  après  avoir  multiplié  la  dernière  équa- 
tion par  ;r,  on  aura,  en  divisant  par  j"-1, 

(     .     dy\       dy  , 

m  \nx  -+-  /;r  — -     —  /?x  — — f-pr  =  o, 

ou  (  fnpjf  —  nx\  —  H-  mnx  ■+-  /;>   =  o, 

équation  homogène  que  l'on  sait  intégrer. 

En  particulier,  si  l'on  suppose  n  =  p  =  t,  c'est-à-dire 
si  l'on  demande  les  trajectoires  des  droites  représentées 

par  l'équation 

r  =  ax, 

l'équation  différentielle  sera 

m  (xclx  -f-  y  (h")  +  ydx  —  xdy  — _  o  ; 
divisée  par  x2  H-  y2  et  intégrée,  elle  donne 

1  y 

m  \(x2  H-  j2)2  s=  arc  tang h  G, 

x 

et,  en  prenant  des  coordonnées  polaires, 

fl+C  6_ 

*ilr=f9  +  C,      ou      r  =  e    m     =cem. 

Donc  les  courbes  qui  coupent  sous  le  même  angle  toutes 
les  droites  menées  par  l'origine  sont  des  spirales  logarith- 
miques semblables,  ayant  cette  origine  pour  point  asymp- 
to  tique 

519.  Le  problème  des  trajectoires  se  simplifie  quand 
l'angle  donné  est  droit.  Dans  ce  cas,  les  trajectoires  sont 
dites  orthogonales,  et  l'équation  différentielle  résulte  de 
l'élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

dF  dF 

F(*9jr,a)  =  0,      —dy-  —  dx  =  o. 
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Ainsi,   dans  l'exemple  du   n°  518,  il  faut  éliminer  a 
entre  les  équations 

dr 

yn  =  ax!',      /?>'""'  -f-  paxt'~{  —-  =  o, 

dx 

ce  qui  donne  l'équation 


dy 

nx  -+-  /?r 
dont  lintéirrale  est 


nx  -h  oy  ~—  =  o, 


rt.r2  -f-  pj-=  C. 

Suivant  que  ;i  et  p  seront  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires,  cette  équation  représentera  une  infinité  d  el- 
lipses ou  d'hyperboles  semblables  et  concentriques. 

Si  l'on  se  proposait  de  chercher  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  courbes  données  par  l'équation 

nx2  -h  pjr*  —  C, 
on  devrait  évidemment  retrouver  les  courbes 

yn  =  axP 
dans  lesquelles  a  serait  une  constante  arbitraire. 

ÉQUATION  DU   PREMIER    ORDRE   ET  d'un  DEGRÉ  QUELCONQUE. 
CAS    OT     L'ÉQUATION    NE    CONTIENT  PAS    EXPLICITEMENT 

x   et    y. 
520.  Soit 

dy 


x,  r,  y  1 


dr 
ou,  en  posant  — -  =  p, 


*"(•*>  y,  p)  =  o 


une  équation  différentielle  du  premier  ordre  et  d'un  degré 

dx 


dy 

quelconque  par  rapport  à  -j—   S'il  est  possible  de  la  ré- 


soudre  par  rapport  a  —  ?  on  aura  une  ou  plusieurs  équa- 
tions du  premier  degré  que  l'on  tâchera  d'intégrer. 

4- 
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52L  Si  r équation  se  réduit  à 

et  qu'on  puisse  la  résoudre  par  rapport  à  /;,    ou   aura 
plusieurs  valeurs  de  />  : 

p  —  a,     />==«',     p  =  u",...; 

de  là  les  solutions 

y  =  ax  -J-  C,     y  =  y.' x  -h  C,  .  .  .  , 

comprises  daus  l'équation  unique 

(y  —  y.X  —  C)  (>  —  y.'.r  —  C)  (j  —  *"*  —  C").  .  .  =  O. 

On  ne  diminue  pas  la  généralité  de  cette  intégrale  en 
admettant  que  la  même  constante  arbitraire  C  entre  dans 
ions  les  facteurs-,  l'équation  précédente  peut  alors  s'écrire 

r-C         \   (y—  c 


ou  bien 


x  I   \     x 


X 


résultat  qu'on  obtiendrait  encore  en  éliminant  y.  entre  les 
équations 

F  (a)  =  o,     j  =  ax  +  C. 

Exemple.  —      —  a-  =  o, 

\dx) 

on  aura  I  —  a2  =  o, 

d'où  >'  =  :£:  ffx -h  C. 

ÉQUATIONS  QUI    NE  RENFERMENT  PAS    l'uNE    DES    VARIABLES. 

322.   Supposons  maintenant  que  l'équation  différen- 
tielle ne  renferme  pas  y  et  qu'elle  soit  de  la  forme 

cl  Y 

Si  l'on  peut  la  résoudre  par  rapport  à  -r-  et  en  tirer 


dx 


dx 
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on   aura  y  =    /  f(x)  dx,  et  le  problème  sera  ramené  à 


une  quadrature. 

Exemples. 

i8 

\dx) 

|     —  ax  =  o 

On  en  tire 

dx 

=  it  sjax , 

r  =  ^fc    /    v  axdx  =  zt  -  .r  i 'ax  -\-  C, 


4 

ou  (jr —  C)2 ax7*  =  o. 


2°  -f (a-^x)-,-  -\-  ax=:o. 

dx'  dx 

On  déduit  de  cette  équation 


dy  dy 

dx 

d'où  les  deux  solutions 


—    -a,      -—=*, 

dx  dx 


x- 
y  =  ax  -f-  C,      )== hC. 

2 


523.  Si  l'équation  ne  peut  pas  être  résolue  par  rapport 
h  p,  niais  qu'on  la  puisse  résoudre  par  rapport  à  x,  on 
aura 

d'où  dy  —  pdx  ==  /;<7 .  / ( />»  ), 

ou 

(  a  )  .>'  —  pf  (P  )  —  j  fip)  'dp  4-  C  ; 

on  aura  l'intégrale  en  éliminant  p  entre  les  équations  (i) 
et  (a). 

524.  Si  F  équation  différentielle  ne  contient  pas  x  et 
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qu'on  puisse  la  résoudre  par  rapport  à  )  ,  ou  aura 

,,       ,  ;  *-f{P)  f'(l>)dp 

y  =/(  p),    dx  =  — — —  ==  -  ■  -—    , 

d'Où  .*  =    C-Cltl  dp-j-C. 

cas    ou    l'équation    vvait  etui.   résolue  pau   rapport  a 
l'une  des   variables. 

525.  Si  l'équation  contient  X,  y  cl/;,  et  qu'elle  puisse 
se  résoudre  par  rapport  a  lune  des  variables,  y  par  exem- 
ple, en  sorte  que  l'on  ait 

J—  A*,  P), 

on  aura 

if  îi. 

dy      ou      vdx  =  —  dx  -A dp . 

J  l  dx  dp    ' 

Si  Ton  peut  intégrer  cette  équation,  qui  est  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré,  la  relation  cherchée  s'obtien- 
dra en  éliminant  p  entre  l'équation  intégrale  et  l'équa- 
lionj  ==/(*,  p). 

526.  Prenons  pour  exemple  l'équation 

(0  r  =  ■*/(*>) +  *(/>) 

qui  ne  renferme  x  et  y  qu'au  premier  degré.  On  a 

pdx  ==  xf  (p)  dp  +/(/?)  dx  H-  cp'(/>  )  dp 
dx  f(p)  J(p) 

ou  —  +  — r X  =  —  — — , 

dp     f(p)—p  f(n)  —  p 

équation  qui  donne  (511) 

(2)  «=sUi  JXp)-p   J    * .W.  eJsw-pdp+cL 

En  éliminant  p  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  aura 
l'intégrale  demandée.  Ordinairement  cette  élimination 
n'est  pas  praticable,  parce  que  l'équation  (1)  contient  des 
fonctions  transcendantes  de  p  ;  mais  alors,  en  donnant  à  p 
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une  suite  de  valeurs  arbitraires,  les  équations  (1)  et  (2) 
détermineront  les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  y. 

527.  Quand/ '(/?)  =p,  l'équation  (2)  devient  illusoire. 
Mais  dans  ce  cas  l'équation  (1)  se  réduit  à 

(a)  jr=  px-\-y(p)y 

et  en  différentiant  par  rapport  à  p,  on  aura 

pdx  —  pdx  -f-  xdp  -h  <pA(/>)  <"//>, 
d'où  (/p[x  -f-  <p'(^j]  =  o. 

Celte  équation  peut  être  satisfaite  de  deux  manières  : 

i°  en  posant 

dp  =  o,      d1oii     /j  =  C, 

et,  par  suite, 

(P)  r=c^-HffC)i 

20  en  posant 

(7)  *  -+-  <?'{p)~°> 

d'où,  en  éliminant/?  entre  (a)  et  (y),  on  aura 

(S)  j-  =  *f(*)  +  ï[f(*)], 

relation  qui  ne  contient  aucune  constante  arbitraire  et 
qui  n'est  pas  comprise  dans  la  solution  (|3)  en  donnant 
à  la  constante  une  valeur  particulière. 

C'est  ce  que  l'on  nomme  une  solution  singulière. 

528.  Les  droites  représentées  par  l'intégrale 

jr  =  Cx-+-  «p(C) 

sont  tangentes  à  la  courbe  (d).  En  effet,  si  l'on  prend  sur 
la  courbe  un  point  (x,y)  correspondant  à  une  valeur  ar- 
bitraire de  /?,  on  a 


Donc,   en  donnant  à   p   une  valeur  quelconque  C,  011  a 

tty 

dx 


dy 
pour  ce  point  de  la  courbe  )  —  Cx  -f-  çp(C)  et  —  =  C. 
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Donc  la  tangente  en  ce  point  est  la  droite  qui  a  pour 
équation  y=*  Ca?-+-(p(C). 

529.  JNous  avons  dit  que  la  deuxième  solution  ne  pou- 
vait pas  être  déduite  de  l'intégrale  générale  en  donnant  à 
la  constante  une  valeur  particulière.  Cela  suppose  que 
o'ip)  n'est  pas  constant.  Si  ©' (p)  était  égal  à  une  con- 
stante b,  on  aurait 

x  -4-  b  =  o  , 


solution  comprise;  dans  l'intégrale  générale  en  y  faisant 

Ë 

C 

EXERCICES. 


C  — co  et    — —  =  b. 


Solution. 

y  =  Ce1  —  xA  '—  \x*  —  3.4.x-  —  2.3.4-^  —  i  .2.3.4- 

2.  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  cercles  inscrits  dans 
un  angle  droit.  Trouver  l'asymptote  sans  intégrer.  Prouver  que  les 
trajectoires  sont  des  courbes  semblables. 

dy       dv2 

3.  ) •  =  .r  +  2  -r+T-r.- 

dx       dx~ 

Solution.  Équation  qui  résulte  de  l'élimination  de  p  entre  les 
équations 

y  ~  {1  -h  p)  x  -\-  p\        y  =  2  (  1  —  p  )  4-  Ce''. 
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QUARANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

SUITE   DES  ÉQUATIONS   DU   PREMIER   ORDRE. 

Existence  de  1  intégrale  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre.  — 
Existence  d'un  l'acteur  propre  à  rendre  intégrable  le  premier  membre 
de  l'équation.  —  Détermination  de  ce  l'acteur. 


TOUTE      ÉQUATION     DIFFÉRENTIELLE     DU     PREMIER    ORDRE 
ADMET    UNE    INTÉGRALE. 

530.  Toute  équation  différentielle  du  premier  ordre 

—  =  /Y.r,  y)      ou      UtU  +  ïïrfr=«' 

f/X 

admet  une  intégrale  contenant  une  constante  arbitraire, 
c'est-à-dire  qu'il  existe  toujours  une  équation  contenant 
x,  y  et  une  constante  arbitraire  telle,  qu'en  la  différen- 
tiant  et  éliminant  la  constante,  on  retrouve  l'équation 
proposée. 

En  effet  1  intégration  de  l'équation  proposée  consiste 
à  trouver  une  fonction  de  x,  désignée  par  y,  telle,  que  sa 
dérivée  soit  égale  af[x,  y),  ou,  en  d'autres  termes,  telle, 
qu'en  donnant  à  x  l'accroissement  infiniment  petit  dx* 
l'accroissement  correspondant  dy  soit  égal  à  f(x,  y)  dx. 
Puisque  l'équation  différentielle  dy  =f(x,  y)  dx  ne 
détermine  que  l'accroissement  de  y,  on  peut  se  donner 
arbitrairement  la  valeur  de  y  pour  une  valeur  particu- 
lière de  x.  Si  l'on  prend  y  =  h  pour  x  =  a,  J'(a*  b)  h 
sera  l'accroissement  infiniment  petit  de  y  lorsque  x  pas- 
sera de  la  valeur  a  à  une  valeur  infiniment  voisine  a-\-h. 
De  même,  si  l'on  pose 

a  -f-  h  =  a'     et     b'  =  b  -{-/*(",  b)  //, 

j  [ci\  b')h  sera  l'accroissement  dey  lorsque  x  passera 
de  a'  à  u'-f-li.  En  continuant    ainsi   à   faire  croître  x 
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par  degrés  insensible*  jusqu'à   une   valeur  quelconque, 

1  équation  différentielle  déterminera   les  accroissements 

successifs  de  y,  de  sorte  que  la  valeur  de  )  correspondant 
à  chaque  valeur  fle  x  sera  complètement  déterminée.  Par 
conséquent  )  sera  une  certaine  fonction  de  r,  et  cette 
fonction  dépendra  nécessairement  de  la  constante  arbi- 
traire b\  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

IL  EXISTE  UN  FACTEUIl  PROPRE  A  RENDRE  DIFFÉRENTIELLE 
EXACTE  LE  PREMIER  MEMBRE  n'cNE  ÉQUATION  UL  PREMIER 
ORDRE. 

531.   On  vient  de  démontrer  que  l'équation  différen- 
tielle 
(  i  )  M  d.r.  -f-  N  dy  =  o 

admet  toujours  une  intégrale  contenant  une  constante 
arbitraire  C.  Celle  équation  intégrale,  résolue  par  rapport 
à  C,  prendra  la  forme 

(•2)  U~C, 

u  étant  une  fonction  de  x  et  de  y  qui  ne  renferme  pas  C. 

On  tire  de  l'équation  (2) 

du 

du  du  ,      dy  dx 

—- -  dx  -\ — —  dy  —  o,      d  ou     ~-  = • 

dx  dy  dx  du 

dy 

dy  M 

Or  l'équation  (1)  donne  — -  =  —  —  •  On  doit  donc  avoir 
1  w  dx  ]N 

du 

dx M 

{6)  du~r 

dy 

Cette  équation  doit  être  identique,  car  s'il  en  était  au- 
trement elle  établirait  entre  les  variables  une  relation 
en  vertu  de  laquelle  y  serait  une  fonction  de  x  sans  con- 

!  .       .  .  du    du      , 

stante  arbitraire,  puisque  M,  J\,  —■>  —  n  en  contiennent 

1         A  dx    dy 
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pas.  Or,  à  cause  de  l'équation  u  =  C,  y  doit  dépendre  de  x 
et  de  la  constante  G. 

L'équation  (3)  peut  êlre  mise  sous  la  forme 

du        du 
dx        dy 

M  ~  ''  N~  '  ~  ''' 

en  désignant  par  v  chacun  de  ces  quotients.  On  tire  de  là 

donc  r/«  =  v  (  M  da:  -+-  N  <fy ) . 

Ainsi,  il  existe  toujours  un  J ( acteur  v ,  fonction  de  x 
e£  de  y ,  propre  à  rendre  le  premier  membre  de  V équation 
une  différentielle  exacte. 

Quand  on  saura  trouver  ce  fadeur  et  l'intégrale  u  de  la 
différentielle  totale  v ( M dx  -h  N rfj  ) ,  u=C  sera  l'inté- 
grale de  l'équation  (i). 

iv>32!.  77  existe  une  infinité  de  facteurs  propres  à  rendre 

le  premier  membre  de  V équation  (i)  une  différentielle 

exacte.  En  efïet,  si  nous  multiplions  les  deux   membres 

de  l'équation 

p(M4r-hîîdj)  =  du 

par  une  fonction  quelconque  de  u7  çp  («),  il  vient 

e  cp  (  w  )  (  M  dx  H-  N  dy  )  ==  y  (  u  )  <-//£  =  <^/<f  (  '£  )  d« . 

Ainsi  le  premier  membre  de  l'équation  est  encore  une 
diil'crentielle  exacte  et  le  facteur  y<p  (u)  jouit  de  la  même 
propriété  que  le  facteur  v. 

Exemple,  xdj — ydx  =  o.  Cette  équation  donne 

dy        dx  ^  y 

—  =  — -,      d  ou     y=zCx     ou      —  =  C~ //. 

y  x  x 

Le  facteur  le  plus  simple  qui  rend  xdj  — ydx  une  dif- 
férentielle exacte  est  donc  — •  Tout  autre  facteur  est  de  la 

x2 


forme  —  çp 


x 
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y 

Ainsi  r^  (ti)  =  il  donne  le  facteur  —  cl  I  on  a 


x  '    2    J 

G)  (a)  =  -  donne  le  facteur  — 
1  v     '  //  xy 

<h      dT       ,  ,y. 

et  ~  a.  l  -: 

y         x  x 

q(u\  == donne  le  facteur  — 

xdy  —  ydx  y 

et  =d.  arctany  — 

x2-\-y2  &.r 

533.  Réciproquement  tout  facteur  Y  propre  à  rendre 
Mdx-4-JNdy  une  différentielle  exacte  est  de  la  forme 
vtp  (u).  En  effet,  soit 

Y(Mdx-t-Xdy)  =  d\:  : 
on  a  i>  (  M  dx  -f-  N  dy  )  =  <-./«  ; 

V 

donc  dXJ  =  —  du . 

v 

Cetle  relation  entraîne  les  suivantes  : 

dll     _  V  du        dV        V  du 
de  v  d.r         dy  v  dy 

Soit  u=  f  (.r,  y).  Si  l'on  tire  de  cette  équation  la  va- 
leur de  y  en  fonction  de  //  et  de  x  et  qu'on  la  porte  dans 
la  valeur  de  U,  on  aura 

U  =  ^(«,  x). 
Différen  liant  cette  équation,  il  vient 

d\]    _d$  du       d-l 
de         du    dx         dx 

dXJ         d*b  du 
dy         du  dv 
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En  ayant  égard  aux  relations  (i),  ces  équations  donnent 

dh        V        d$  _ 

du  v         de 

Cette  dernière  relation  montre  que  x  n'entre  pas  expli- 
citement dans  la  fonction  d>.   Donc  -l  et  par  suite  — -  ou 

du 

V 

-  sont  des  fonctions  de  u.  et  l'on  a 

V 

V  ,    , 

—  z=z  <p  <  U) 
P 

ou 

(?)  V  =  ^U); 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

534.  On  peut  encore  établir  ce  théorème  de  la  manière 
suivante  : 

Pour  que  l'équation  différentielle  soit  satisfaite,  il  faut 
que  x  et  y  varient  de  telle  sorte,  que  l'on  ait  u  =  G  ;  on 
aura  alors  du  =  o  et  par  conséquent  dU  —  o  à  cause  de 

la  relation  d\J  —  —  du.  Il  suit  de  là  que  U  devra  toujours 

conserver  la  même  valeur  tant  que  u  conservera  aussi 
sa  valeur  C,  ce  qui  ne  pourrait  avoir  lieu  si  u  étant  mise 
sous  la  forme  'j*  (//,  .r),  x  restait  explicitement  dans  la 
fonction. 

Le  principe  sur  lequel  repose  celte  seconde  démonstra- 
tion peut  être  généralisé  :  u,  U,  q  étant  des  Jonctions  d'un 
nombre  quelconque  de  variables,  si  Von  a  dU  =  qdu, 
ou  azjmU  — cp(u)  *,  car  en  éliminant  une  de  ces  variables, 
x  par  exemple,  on  pourrait  écrire 

U  ==  +  («,  /,  3, . ..). 

Or,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,y,  S,...  qui  conservent 
à  u  une  valeur  constante,  on  a  du  =  o  et,  par  conséquent, 
d\J=o,  ce  qui  ne  pourrait  avoir  lieu  si  ),  £,...  entraient 
dans  la  fonction  <p. 
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535.  Si  deux  fadeurs  \  cl  v  rendent  différentielle 
exacte,  l'expression  iYldx  -+-  IS  r I  v,  leur  rapport  égalé  à 
une  constante  sera  l'intégrale  de  V équation 

Mdx  -4-  Nr/j  =  o. 

y 

Car  de  —      ou      cp (a)  =  C 

on  lire  H=  c. 

DÉTERMINATION    DU    FACTEUR     V. 

536.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
v  (JSldx  -\-  N djr)  soit  une  différentielle  exacte  est 

rf.»M  __  f/.cN 

ce  qui  revient  à  l'équation 

.  (h>  (h>  fdM       dN\ 

dx  dy  \  dy  dx  J 

Quoique  cette  équation  soit  en  général  aussi  difficile  à 
résoudre  que  la  proposée,  elle  peut  cependant  dans  quel- 
ques cas  servir  à  trouver  le  facteur  v  : 

i°  Si  v  ne  doit  dépendre  que  dune  seule  variable,  x  par 

exemple,  on  a  — =  o,  et  l'équation  (i)  se  réduit  à 


df 


(2) 


dM        dN 
I  dv  dy        dx 


v  dx  N 

Par  hypothèse,  le  premier  membre  ne  dépend  que  de  X\ 

donc  on  doit  avoir 

dM        d]S 

df dx 

Cette  condition  est  suffisante;  car  si  elle  est  remplie,  on 
satisfera  à  l'équation  (2)  en  prenant 

Le  calcul  est  plus  simple  si  l'on  suppose  jN  =  1.  c'est- 
à-dire   si    l'on    met  l'équation   proposée   sous*  la    forme 
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dy  -f-  Mdx  =  o,  ce  qui  est  permis.  On  a,  dans  ce  cas, 

?•=/(-> =p, 

d'où  M—  P/-t-Q. 

L'éqiialion  devient 

dy 
</.r 

Il  sulïit  donc,  pour  rendre  cette  équation  inlégrable,  de 
la  multiplier  par  cSvdx.  On  a 

cjP</.t  (J_  _|_  py^  4-  fte*9*  =  o  ; 
d'où  (499)  «-/p^j-h  f  Çef^dx  =  C. 

C'est  le  cas  de  l'équation  linéaire  (511  ). 

2°  Si  le  facteur  t>  est  de  la  forme  XY,  X  étant  une 
fonction  de  .%',  et  Y  une  fonction  de  v,  on  a 

dv     _       JX        cfo  rfY 

—  —  Y  — — ?       —  —  X  — —  - 
r/.r  r/.r  <-()'  <// 

et  l'équation  (i)  revient  à 

^X_  _r/Y_    _  dU       cm 

Xr/.r  YûTr  dy         dx 

dM        dTS%     _    .    !       __..    . 

— —  =  IN  o  (x)  —  M^(  r  . 

dy  dr.  CV  TV,/  y 

Si  celte  condition  est  remplie,  on  aura 

X^/fW-t      Y  =  efHr)dy'. 

o37.   L'emploi  du  facteur  ^  redonne  les  méthodes  pré- 
cédemment  exposées  :   ainsi  la  séparation  des  variables 

dans  l'équation 

HYdx  -f-  X,  Y,  dy  =  o, 
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ou  \  el  \,  désignent  des  fonctions  de  ./  ,  et  5  .  Y,  dos 
fonctions  de  y,   revient  à  multiplier  l'équation  proposée 

par  le  l'acteur  ^=« 
a,  Y 

La  transformation  employée;  dans  l'intégration  de  l'é- 
quation homogène;  revient  aussi  «à  la  détermination  d'un 
facteur  qui  rend  le  premier  membre  intégrable.  En  effet, 

l'équation  (3)  du  n°  *)0()  n'est  autre  chose;  que  l'équation 
proposée  divisée  par  x",+i  [<p  (z)  -+-  z'^(z)].  En  rempla- 
çant, z  par  -,  xm,ij  I  -  )  par  M,  x'"'l  ('-  ]  par  _\,  on  voit 
que  le  facteur  v  est,  dans  ce  cas, 


Vlx  +Nj 


Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que est 

alors  une  différentielle  exacte.  Il  suffit,  pour  cela,  de  dé- 
montrer que 

H  M  é 


M  x  +  N  y  ÎM  x  -f-  N  y 


dy  dx 

Cette  équation  revient,  après  quelques  transformations, 
à  la  suivante  : 

/    rfM  dM\  7    dX  rfN\ 

ou  NM  m  —  JN  M  m  =  o, 

car  les  fonctions  M  et  N  étant  homogènes  et  de  degré  /rc, 
on  a  identiquement  (I,  178) 

dM  dM       M  dN  dS       m 

x— -  -+- y  — -=M/w,      a-—-  -h y  T=N/«. 

Si  le  premier  membre  de  l'équation  homogène  est  déjà 
une  différentielle  exacte,  on  pourra  prendre  pour  premier 

facteur  i  et  pour   second —  •  Leur  rapport,  égalé 
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à  une  constante,  donnera  l'intégrale  qui  sera,  par  consé- 
quent, 

Mx  -+-  N y  =  c. 

EXERCICES. 

1 .  ^7jr/jr  -f-  &.*y/>-  -f-  xmy  (  rytib:  4-  exdy  )  =  o. 

Solution.  Le  premier  binôme  devient  intégrable  lorsqu'on   le 

«rf-'  *■*-' 
multiplie  par  xa~x  j*-x  y  (.£"/*),  et  le  second  par — „;  n    -l  [xeyc). 

On  peut  déterminer  les  fonctions  y  et  -ty  de  telle  sorte  que  ces  deux 
facteurs  soient  égaux. 

2.  Trouver  le  facteur  d intégrabdité  de  V équation 

(  x  -f- y)  dx  -f-  r/r  =  o. 
Solution.  ex. 

3.  Trouver  le  facteur  (Pintégrabilité  de  l'équation 

(  i  —  &2y)  dx  -f-  x2  (jr  —  .r  )  dy  =  o. 

Solution.  -r 


II .     2e  édition , 


COURS    D  ANAI.VM  . 


QUARANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

SOLUTIONS  SINGULIER  ES  DES  ÉQUATIONS  A  DEUX  VARIABLES. 

Comment  elles  se  déduisent  de  l'intégrale  générale.  —  Solutions  singu- 
lières obtenues  au  moyen  du  facteur  qui  rend  intégrablc  le  premier 
membre  de  l'équation.  —  Exemples  de  solutions  singulières.  —  La 
solution  singulière  est  l'enveloppe  des  courbes  représentées  par  l'équa- 
tion intégrale. 

COMMENT  LES  SOLUTIONS  SINGULIERES  DES  ÉQUATIONS  A 
DEUX  VARIABLES  SE  DÉDUISENT  DE  LINTÉGRALE  GÉNÉ- 
RALE. 

538.  Soit 
(i)  Mdx-\-'Ndy=o     ou      y-  =  /(x,  y) 

une  équation  différentielle  et 

(2)  F(x,  y,  c)  =  o 

son  intégrale.  Différentions  cette  dernière  équation  par 
rapport  à  x\  nous  aurons 

(3)  ±=-^L. 
K    J  dx  d¥ 

Si  l'on  élimine  c  enlre  cette  équation  et  la  précédente, 

dF 

on  doit  obtenir  l'équation  (1),  ce  qui  exige  que  —  de- 

dy 

vienne  identique  à  —  quand  on  remplace  dans  ce  quo- 
tient c  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (2),  et  cette 
élimination  conduirait  encore  à  une  identité,  lors  même 
que  c  serait  une  fonction  de  x  et  de  y. 
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o39.   Cela  posé,  je  dis  que  si  l'on  comiait  l'intégrale 

F  (x,  y,  c)  —  o   d'une   équation    différentielle,   on    pen! 
déterminer  les  solutions  singulières  de  eette  équation. 
Soit 

(4)  »(*«  /)  =  ° 

une  solution  singulière,  c'est-à-dire  une  équation  qui 
satisfasse  à  l'équation  (i),  mais  qui  ne  puisse  se  déduire 
de  l'intégrale  générale  en  attribuant  à  la  eonstante  une 
valeur  particulière.  On  peut  faire  rentrer  l'équation 
<p  (x,  y)  =  o  dans  cette  intégrale,  en  y  remplaçant  c  par 
une  fonction  convenable,  car  il  suffit  de  poser 

(5)  F(.r,  jr,  *)==?(*,  j), 

d'où  l'on  déduit  la  valeur  de  c  en  fonction  de  x  et  de  y. 
Cette  valeur  étant  déterminée,  si  Ton  dilférentie  l'équa- 
tion (2)  par  rapport  à  .r,  on  aura 

dF        dF  dy        dF  de 
-—-+--—-—  +  —  —  =  0; 
dx         dy   dx         de   dx 


d'où  l'on  tire 

dF        dF 

te) 

dx 

de           de      de 
"dF        dF*  dx 

dy  dy 


L'élimination  de  c  entre  les  équations  (2)  et  (6)  doit 

dy 

~d~r. 


d  ) 

conduire  à  l'équation  ~=f(x,  j  ).  Donc  l'équation  (6) 


se  réduit  à  -7-  =f(x,  y).  Or  — _'.-   se    réduit  à  f(x,  y) 

d.r      J  v      "  '  dY  j  \    ■>  j  1 

~dy 
quand,  on  remplace  c  par  sa   valeur  lirée  de  l'équation 
F  (x,  y,  c)  =  o   (538J  ;  donc  on  doit  avoir 

dF 
,    .  de     dx 

M  dF'7û  =  °> 

dy 

équation  à  laquelle  il  faut  joindre  F  (.r,  )*,  c)  —  o. 

5. 
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Le  système  de  ces  deux  équations  se  ramène  aux  deux 
suivants  : 

/  dF 

(I)  lé.**09  (n)        ^?-°' 

(  F(x,  y,  c)=o,  1  dy 

Or  le  premier  système  donne  c  =  une  constante,  etr 
par  suite,  on  retombe  sur  l'intégrale  générale. 

Le  second  se  partage  en  deux  : 

(III)  )  7h~  (IV)     5  dy  = 

(  Y(x,  y,  c)  —  o,  (F  (v9  y,  c)  =  o. 

En  éliminant  c  entre  les  deux  équations  de  chaque  sys- 
tème, on  obtiendra  les  intégrales  singulières  de  l'équation 
proposée,  pourvu  qu'on  omette  les  valeurs  de  c  qui 
rendent  simultanément  nulles  ou  infinies  les  deux  fonc- 

d¥    d¥ 
lions  —  •)  —5  parce  que  la  première  des  équations  (II) 

se  présenterait  sous  la  forme  illusoire  -  =  oou— =  o;  il 
r  o  ce 

faudra  aussi  rejeter  les  solutions  qui  rentreraient  dans  l'in- 
tégrale générale  en  attribuant  à  c  une  valeur  constante. 

Ainsi,  on  obtiendra  les  solutions  singulières  d'une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  en  éliminant 
la  constante  entre  V  intégrale  générale  et  sa  dérivée  par 
rapport  à  la  constante  égalée  à  zéro,  ou  bien  entre  cette 
même  intégrale  et  sa  dérivée  par  rapport  à  y  égalée  à 
Vin  fini. 

540.  Quelle  que  soit  la  forme  sous  laquelle  se  présente 
l'équation  intégrale  F  [x,  y,  c)  =  o,  l'application  des 
règles    précédentes   doit   toujours  conduire  aux    mêmes 

dW 

solutions.  En  effet,  le  rapport  -—  restera  toujours  le  même 
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«quand  on  éliminera  c  au  moyen  de  l'équation  F=o, 
quoique  chacune  de  ses  dérivées  change  quand  on  trans- 
forme cette  équation.  Car  en  regardant  y  comme  une 
fonction  de  c,  on  a 

de     __  dy 
~~  tÏF  ~"dc"> 
dy 

valeur  qui  sera  toujours  la  même,  quel  que  soit  F.  Ainsi, 

lorsqu'une  transformation  de  l'équation  F(x,  y,  c)  =  o 

dF 
fera  perdre  des  solutions  à  l'équation  —  =  o,  elle  les  fera 

acquérir  a  1  autre  équation  — -  =  oo  . 

SOLUTIONS     SINGULIÈRES     DÉDUITES    DU     FACTEUR    QUI    REND 
INTÉGRABLE    LE    TREMIER    MEMBRE    DE    l'ÉQUATION. 

S41,   Si  l'on  met  l'intégrale  sous  la  forme  u —  c  —  o, 

on  aura 

dj 
de  ï 

dF  ~~  dû' 

dy  dy 

Ainsi  toutes  les  solutions  singulières  seront  données  par 
l'équation  —  =  o.  Mais—  n'est  autre  que  le   facteur  v 

l'y 
par  lequel  dy — f(x,  y)  dx  devient  une  différentielle 
exacte  (531).  Donc  l'équation 

ï 

—  =  O       OU  V  —  X 

V 

contient  toutes  les  solutions  singulières. 

EXEMPLES    DE    SOLUTIONS    SINGULIÈRES. 

S4£.  ï0 


xdx  -f- ydy  =  dy  \'x.2  -\-  y'  —  c1. 
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Divise»!).-,  par  sj;x;'  -f-  y-  —  a% \  il  vient 

j.dx -\- ydy  ,      / 

<xy  =  ,  m.  ,    =a  *=  </ •  v ^3  •*■  J''  ~  û_ » 

^  .c-  -f-  y2  —  a1 

dont  l'intégrale  est 


r  -h  c  =  sj^+y*  —  a J , 

OU  26^  "h  <?  -f-  fla  —  .r3  c±  o  ; 

on  aura  donc 

— —  E2»r+  2C  =  O,       OU         — —  —~  7.C  =zZO  . 

de  dy 

Celle  dernière  ne  conduirait  qu'à  la  valeur  illusoire  )  --  ce  . 
La  première  donne  c  =  — y,  et,  par  suite, 

x2-\-y7~  «2  =  o, 

solution  singulière.  Cette  solution,  qui  représente  une 
circonférence,  n'est  pas  comprise  dans  l'intégrale  géné- 
rale, puisque  celle-ci  représente  une  suite  de  paraboles. 

Comme  le  facteur  i'  est  ■>  on  voit  bien  que 

la  solution  singulière  correspond  à  v  —  ce  . 

543.    2°   Trouver  la  courbe  dont  la  normale  a   une 
longueur  constante. 


L 

équation 

difféi 

renlielle 

est 

(' 

\ 

y'l-\-y- 

dx'1 

«\ 

d 

'où 

dx  = 

ydy 

—  5 

v2 

et,  par  suite, 

(2)  {x-rC)***?*--*, 

équation  d'un  cercle.  Pour  avoir  les  solutions  singulières, 
il  faut  poser 
dV 

de  j:  —  c  .,   ', 

—  — =  o;     d  ou     x  =z  c , 

dV  y 

dy 
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et,  par  suite, 

(3)  y*=a\ 

On  obtiendrait  encore  cette  solution  en  égalant  à  l'in- 
fini le  facteur  ■  par  lequel  il  faut  multiplier  l'é- 

s!r7  —  à* 

quation  proposée  pour  séparer  les  variables. 

il  est  à  remarquer  que  les  deux  droites  représentées 
par  l'équation  (3)  sont  tangentes  à  toutes  les  circonfé- 
rences que  représente  l'intégrale  générale  (2). 

544.  3°  Trouver  une  courbe  dont  les  tangentes  soient 
à  une  distance  constante  a  de  V origine. 

L'équation  de  la  tangente  menée  par  un  point  quel- 
conque (x,  y)  de  la  courbe,  étant 

Y-y=p(X-x), 

l'équation  différentielle  du  problème  sera 

y  —px 

—  =  a 

ou 

(1)  y=px-+-a  y^i  -f-/?*- 

En  différen  liant  par  rapport  à  x,  on  a 

ap 


dp[  x-\- 


yi  4-  - 


p 

équation  qui  se  décompose  en  deux 


dp  =  o,     x  •+■ 


ap 


V'1  +  p 
La  première  donne  p  =  c,  d'où 


(2)  y  —  cx-\-asl\-\- 
La  seconde  donne 

(3)  *=  ap      - 


s/i-hp'' 
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celte  valeur  étant  portée  dans  l'équation  (i),  il  en  résulte 

(4)  y        * 


élevant  au  carré  et  ajoutant  les  équations  (3)  et  (4), 
(5)  a?+j'*=±m\ 

La  solution  générale  (a)  représente  une  infinilé  de 
droites,  et  la  solution  singulière  (5)  une  eirconférenee  à 
laquelle  toutes  ees  droites  sont  tangentes. 

545.  4° 

Les  variables  se  séparent  immédiatement  et  Ton  trouve 
pour  T intégrale  générale 

(2)  (X  —  a){-n—  (1  —  n)  {x  —  c)  =  o. 

Pour  obtenir  les  solutions  singulières,  on  posera 

d¥ 

de  I  .  . 

dy 
d'où  Ion  déduit,  en  supposant  /i^>o, 

(3)  y=a. 

Cette  équation  représente  une  solution  singulière  si  n 
est  <^  1,  car  on  ne  peut  pas  déduire  y  =  a  de  l'intégrale 
générale.  Si  n  est  ^>i,  y=a  n'est  plus  une  solution 
singulière,  puisque  l'équation  intégrale  étant  mise  sous 
la  forme 

a:  —  c 

on  obtient  )  —  a  en  faisant  c  =  ce  .  Enfin,  si  »=  I, 
l'intégrale  générale  est  y —  a  =  ce*,  qui  devient  y  =  a 
pour  c  esa  o,  et  il  n'y  a  pas  non  plus,  dans  ce  cas,  de  solu- 
tion singulière. 

On  verra  facilement  que  l'hypothèse  »<^one  donne 
aucune  solution  singulière. 
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546.  5°  Trouver  une  courbe  telle,  que  le  produit  des 
perpendiculaires  abaissées  de  deux  points  fixes  V  et  F' 
sur  la  tangente  soit  constant  et  égal  à  b". 

Prenons  pour  axes  la 
droite  FF'  et  une  perpendi- 
culaire élevée  par  le  milieu 
de  cette  ligne.  L'équation 
de  la  tangente  est 

Y-V=/>(X  —  or), 

et  par  suite  les  perpendicu- 
laires   abaissées    des    points 
donnés  sur  la  tangente  seront,  en  désignant  OF  par  c, 

y  —  px  h-  pc 


,v     X 


FH 


\ft  +/>' 


F'H'  = 


y  —  px — pc 


y/i-hp' 


ou 


on  aura  donc  b~  = - — »  d 

i-r-/»2 

0*  — pxy=is-  +  .b'  +  c*)P*, 

et,  si  Ton  pose  b~  -f-  c2  =  «2, 

(  i  )  jr  —  J>*  -f-  \!b2  4-  à'p'j 

équation  dune  forme  connue  (o27).  En  la  ilifférentiant, 

on  aura 

(•2)  O  —  dp  (x^r      -1— )  1 

V  \/ù*  +  a>p>) 

ce  qui   donne   d'abord  dp  =  o  ou  p  ===  constante  =  m. 
L'intégrale  générale  est  donc 


(3)  J  =  ni.v  -f-  y<is  *«*•+-  £2. 

On  satisfait  encore  à  l'équation  (2)  en  posant 

(4)  •■•  + 


O 


\/b''  -h  â*// 

En  éliminant  /?  entre  les  équations  (1)  et  (<.{)>  on  aura  la 
solution  singulière 


.7-        y 
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équation  d'une  ellipse  <jui  a  pour  tangentes  les  droite, 
représentées  par  l'intégrale  générale. 

T)i7.    6°  Trouver  une  courbe,  telle,  que  la  portion  de  la 
j,j     ,,/  tangente  TS  comprise  entre  les 

deux  axes  soit,  é^ale  à  une  lon- 


v>\ 


' 


0'        ' 


< 


sueur  constante  a. 

L  équation  de  la  tangente  est 

Y— >==/>(*— *) 

et  Ton  a 


T  A     x 


OT 


px  —  y 


,      0S=x 


d'où,  à  cause  de  OT  H-  OS  =  TS  , 

(  r  —px]'1  (i  +  p2)  =  tep\ 
On  aura  donc 

(i)  •  y=px 


np 


par  suite,  en  différentiant. 


)/i-hp7 


o  =  dp 


-  ( 


D'abord  ^  =s  o  donne  p  =  c,  et,  par  suite, 


(2) 


ûr 


r  =  ex  +  — 


l'intégrale  générale  représente  donc  une  infin  i  té  de  droi  tes. 
La  solution  singulière  sera  donnée  par  l'équation 


x 


Si  Ion  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  on  aura 


X 


ap 


-,  + 


ap 


i  i 


i-r/>2/        (i+/^2)2 


éliminant  p,  on  aura 

1         i         1 
(3)  x3+jr*  =  a\ 
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Cette  courbe  est  l'épicycloïde  obtenue  eu  faisant  rouler 
un  cercle  dans  un  autre  cercle  de  rayon  quadruple.  En 
effet,  soit  M  le  point  de  la  circonférence  mobile  qui  était 
placé  primitivement  en  A,  et  K  le  point  de  contact  actuel. 
On  sait  que  KM  est  la  normale  à  l'épicycloïde  au  point  M, 
et  par  suite  que  M  H  est  la  tangente.  Or  l'angle  THK,  qui. 

dans  le  petit  cercle,  a  pour  mesure  -arc  KM  ou  -AK, 

aura  pour  mesure  2AKdans  le  grand  cercle.  Donc  l'angle 
THK  est  double  de  l'angle  AOK  et  le  triangle  TOII  est 
isocèle.  On  a  donc  OH  =  HT.  Il  résulte  de  là  qu'on  a 
également  OH  =  HS  et,  par  suite,  TS  =  2OH  =  OK. 
Ainsi  TS  conserve  bien  une  grandeur  constante. 

LA     SOLUTION     SINGULIÈRE     REPRÉSENTE      l'f.NVELOPPE     DES 
COURBES    DONNÉES    PAR    l'iNTÉGRALE    GÉNÉRALE. 

548.  On  a  dû  remarquer  que  dans  tous  les  exemples 
traités  plus  haut  (5i-2  et  suiv.),  la  solution  singulière 
était  l'enveloppe  des  courbes  représentées  par  l'intégrale 
générale.  Nous  allons  démontrer  qu'il  doit  toujours  en 
être  ainsi. 

Soit  F(cj  Xa  c)=o 

1  intégrale  générale.  Elle  représente  une  suite  de  courbes 
dont  l'enveloppe  s'obtient  (I,  247)  en  éliminant  c  entre 
cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  c.  Or,  c'est  pré- 
cisément le  calcul  qui  fournit  la  solution  singulière. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

On  peut  d'ailleurs  établir  ce  théorème  de  la  manière 
suivante.  Par  chaque  point  de  la  courbe  A  qui  représente 
la  solution  singulière  passe  l'une  des  courbes  B  comprises 

il  Y 

dans  l'intégrale  générale.  Or,  en  ce  point  —  a  la  même 

(t.r 

valeur  pour  les  deux  courbes  A  et  B,  puisque  leurs  équa- 
tions satisfont  toutes  les  deux  à  l'équation  différentielle. 
Donc  les  courbes  A  et  B  ont  la  même  tangente  au  point 
qui  leur  est  commun. 
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EXERCICES. 

,  dr       ,  <lv 

Solution  singulière. 

2.  J2='2.X'+I, 

satisfont  à  l'équation  différentielle  J'-f-2  •+■  1  x  -j-  — >       o. 
Ces  intégrales  sont-elles  singulières  ou  particulières  ? 

Solution.  La  première  est  une  solution  particulière  et  la  seconde 
une  solution  singulière. 

Solution  singulière,      y2—  i-h^2- 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D'UN  ORDRE  QUELCONQUE. 

Existence  de  l'intégrale  d'une  équation  diflérentielle  quelconque.  —  Con- 
ditions que  doivent  remplir  les  constantes  qui  entrent  dans  l'intégrale 
générale.  —  Intégrale  de  divers  ordres  d'une  équation  différentielle.  — 

d'"y 
Intégration  de  l'équation  -7—^  =  v. 


TOUTE    ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE    ADMET  UNE    INTÉGRALE. 

549.  Considérons  une  équation  différentielle  de  Tor- 
dre m  résolue  par  rapport  à  la  dérivée  de  l'ordre  le  plus 
élevé 

d'"y  (  ffy     d-  y  dm~x  y 


^'  d.v"'         '    \    '•"<&'     dx1  '  dx"'~ 

d'"  y                dm~x  y 
Cette  équation  fait  connaître  -~-  ou  d.  -,  quand 

1  dx"1  dxfn~{       * 

dy  d'"~[  y 

on  eonnaît  les  valeurs  de  r,  --?•••?  —  pour  une  va- 

dx  dx"'~l   x 

leur  de  x.  On  peut  donc  se  donner  pour  x=^a  des  valeurs 

arbitraires  h,  V,  /A .  .  . ,  *C«^î  de  r,  ^-,  ^,...,  d—Z. 
'       '  J     dx     dx'  dx"1-* 

Mai  menant,  si  l'on  donne  a  x  un  accroissement  dx,  les 
accroissements  de  y  et  de  ses  dérivées  seront 

dy  d'"~2y 

dy  =  b'dx,      d—  =  b"dx, ....     d =  &(«'-«) r/.r, 

dx  dxm~2  ' 

et  1  accroissement  de  -, sera  ensuite  donné  par  l'éaua- 

dx!"~  '  l  * 

lion  (1). 

On  déterminera  de  même  la  valeur  de  y  et  de  ses  dé- 
rivées pour  x  =s  a  4-  a  dx,  x  =  a  -f-  3  <7x, ....  Ainsi  les 
valeurs  successives  de  y  sont  déterminées  et,  par  con- 
séquent, r  dépend  de  x  et  des  m  constantes  Z>,  l>\.  .  ., 
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00O.  On  peu!  encore  démontrer  l'existence  d$  l'inté- 
grale, au  moyen  du  développement  de  >  eu  série.  En 
différentiant  l'équation  (1),  on  obtiendra  successivement 

les  coefficients  différentiels  -    ■  '   -, —    "   ,•••?  en  fonction 

d;r",  +  {       dx'"+7 

«le  x,,r,  -,-.., 


cl.r 


m — 1 


SOlt 


—fi    *>  Xi  -7-  > 


dx'"^        Jy  V  J1   dx'         '   r/.r"'-1    ' 


=/2    •*>  J,  -r-i 


/-/.r"'+2        "M    7  J     (lx 


dx'"-1  ) 


Mais  on  a  (I,  122) 

(x 
ff(x)  =  9  (a)  -+-  ®'{a)  (.r  —  a)  -f-  ?"  («)  — 


1  .2 


Remplaçant  ©  (x)  par  y,  ©  (a)  par  />,  ©'(a)  par  £/, .  .  . , 
on  aura  donc 


1.2...  (m  —  1) 


(») 


(  x  —  a  )'" 

-p/fVMY--..  WM) )-     -— ' 

I  .  2  .  .  .  IM 

+/(«,  é,  A',...,  4(-0) S U 

1  . 2  .  .  .  w  (  m  -h  1  j 


I  .  2  ...(///  -f-  2  ) 

On  voit  encore  que  la  valeur  de  y  renferme  m  con- 
stantes arbitraires. 

En  faisant  a  =  o,  on  aurait  le  développement  de  l'in- 
tégrale suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  :  mais 
cette  valeur  pourrait  rendre  infinie  la  fonction  ou  quel- 
ques-unes de  ses  dérivées,  et  le  développement  devien- 
drait alors  impossible  sous  cette  forme.  Il  vaut  donc  mieux 
conserver  la  série  (2)  sous  sa  forme  la  plus  générale,  en 
choisissant  la  valeur  arbitraire  a  de  telle  sorte  qu'aucune 
des  fonctions  ne  soii  infinie  pour  x  =  a. 
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551.  Réciproquement,  toute  équation 

(3)  F[.r,  j,c,  C',...,  r;'"-)]=:o, 

qui  satisfait,  à  Vaquât  ion  différentielle  donnée  et  qui  ren- 
ferme m  constantes  arbitraires  au  moyen  {lesquelles  il 
soit,  possible  rie  donner,  pour  x=a,  des  valeurs  arbi- 

dv  d'"~ '  r 

traires  b,  b'     . . ,  b("'-1)  à  y,  Y-'  *  '  *  '    ,  „    ,  ?  <?5£  identique 

à  l'intégrale  générale.  En  effet,  si  l'on  détermine  ainsi 
les  constantes,  on  aura  encore  pour  y  le  développe- 
ment (2),  puisque,  l'équation  (3)  satisfaisant  à  l'équa- 

tion  (1).  les  valeurs  de  — ,  -^-^, . . .,  pour  x  =  a,  ne 

dépendront  que  des  valeurs  b,  b\  b",.  .  . ,  bf'"-lK 

CONDITIONS    QUE    DOIT     REMPLIR    UNE    FONCTION    POUR   ETRE 
L'iNTÉGRALE    D'UNE    ÉQUATION     DU    ///"'"'    ORDUE. 

5o2.  Pour  qu'une  fonction  renfermant///  constantes  soit 
l'intégrale  d'une  équation  différentielle  du  mieme  ordre, 
il  faut  que  ces  constantes  soieut  bien  distinctes,  c'est-à- 
dire  qu'elles  ne  puissent  se  réduire  à  un  nombre  inférieur 
à  ni.  Par  exemple,  l'équation 

ax  +  S  .    '/x+o' 

y  •=.  ce  -\-  c  e 

semble  contenir  deux  constantes  arbitraires,  mais  en  la 
mettant  sous  la  forme 

OCX/       g  ,      ê'\ 

y  =  e      [ce  -r  c  c   ), 

on  voit  qu'elle  n'en  renferme  qu'une  :  elle  ne  peut  donc 
pas  être  l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle 
du  second  ordre. 

Pour  s'assurer  que  les  constantes  renfermées  dans  l'é- 
quation intégrale  sont  distinctes,  il  suffira  de  chercher  si 
elles  peuvent  être  déterminées  de  telle  sorte,  que  j  et 
ses  ///  —  1  premières  dérivées  aient  des  valeurs  données 
quelconques  b,  V , .  .  . ,  Z>  ",_,\  pour  une  valeur  donnée 
de  x. 
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553.  Par  exemple,   soit 

(  I  )  r  =  ce       -h  v  e       , 

on  en  tire  -~j=c/.r      -h  c  y.  c      , 

dx 

et  si  l'on  résout  ces  deux  équations  par  rapport  à  c  et  à  c', 
le  dénominateur  commun  des  inconnues  sera 

[a—  <x)e 
Les  valeurs  de  c  et  de  c'  seront  doue  finies  et  déterminées 
si  a  est  différent  de  a',  et  dans  ce  cas  l'équation  (i)  sera 
l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  du  se- 
cond ordre.  Il  n'en  est  plus  ainsi  quand  a  =  c/.'.  comme 
on  l'a  vu  dans  l'exemple  précédent. 

554.  On  reconnaîtra  de  même  que 

y  =  c  sin  a  x  +  i?  sin  a'  x 

est  l'intégrale  générale  d'une  équation   différentielle  du 
second  ordre;  mais  l'équation 

(i  )       y  =  csm[x  -J-  à)  ■+■  r'sin  (.r  -h  a')  -f-r"sin  (x  -f-  a") 
ne  peut  pus  être  l'intégrale  d'une  équation  différentielle 
du  troisième  ordre,  car  on  a 

dy 

(  2 )        ■— -  ==  C  cos  [x  -+-  a )  -f-  c'  cos  ( x  -+•  a'  ;  -f-  c"  cos  ( .r  -f-  or-)f 

(  3,)     — -  ==  —  c  si n  (x  -f-  a)  —  c'  si  n  (,r  ■+•«')  —  c"  sin  (.r  +  a" ,  . 

Or,  il  résulte  des  équations  (i)  et  (3) 

d"y 


dx7 


y 


et,  la  valeur  de  y  étant  déterminée,  on  ne  peut  pas  donner 

de  valeur  arbitraire  à  A— •  On  le  voit  d'ailleurs  sur  I  é- 

dx7 

quation  même  en  l'écrivant  sous  cette  forme 

y  =  (  c  cos  a  -f-  c'  cos  a'  -f-  c"  cos  a"  )  sin  .r 
-f-  (c  sin  a  -r  c'  sin  a'  -f-  c"  sin  a"  )  cosr, 
ou  y  =  A  sin.r  -}-  Bcos.r, 

et  elle  ne  renferme  que  deux  constantes  arbitraires  \  et  B. 
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INTÉGRALES    DE    DIVERS    ORDRES     DLNE     ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE. 

555.   Une  équation  différentielle  de  l'ordre  m  a  pour 
intégrale  une  équation  de;  la  forme 

(i)  *[*,Xt*,*t  cV;.,  €(»>-»]=:  o. 

Puisque  les  constantes  c,  c',...,  c^"l~^  n'entrent  pas  dans 
l'équation  différentielle,  celle-ci  ne  peut  se  déduire  de 
F  =  o  qu'en  la  différentiant  m  fois,  et  éliminant  ces 
m  constantes  entre  l'équation  (i)  et  les  m  équations  dif- 
férentielles ainsi  obtenues.  Or  celte  élimination  peut  se 
faire  de  plusieurs  manières. 

Si  d'abord  on  ne  veut  éliminer  qu'une  constante  c,  on 
pourra  différcnlier  l'équation  F  =  o  après  lavoir  mise 
préalablement  sous  telle  forme  qu'on  voudra,  puis  on  éli- 
minera c  entre  l'équation  F  =  o  et  sa  différentielle.  On 
peut,  en  particulier,  résoudre  l'équation  F— o  par  rap- 
port à  c,  soit  u  =  c,  puis  différencier  cette  dernière,  ce 
qui  fait  disparaître  la  constante.  En  éliminant  ainsi  tour  à 
tour  chacune  des  m  constantes  c,  c',....,  c("l-1),  on  obtient 
///.  équations  différentielles  du  premier  ordre  dont  cha- 
cune contient  seulement  m  —  i  constantes.  Ces  équa- 
tions sont  dites  des  intégrales  de  V ordre  m  —  i. 

556.  Pour  éliminer  deux  constantes  c  et  c',  on  peut 
différentiel1  deux  fois  de  suite  l'équation  F  =  o  :  on  a 
ainsi  trois  équations 

F  — o,     d?  —  o,     d2F  —  oy 

entre  lesquelles  on  éliminera  c  et  cf.  On  peut  aussi  éli- 
miner t  entre  F  =  o  et  r/F=  o,"puis  éliminer  c'  entre 
l'équation  ainsi  obtenue  et  sa  différentielle.  De  quel- 
que manière  que  l'on  opère,  on  doit  arriver  à  la  même 
équation  différentielle  du  second  ordre;  car  si  l'on  obte- 
nait  deux    équations   distinctes   du  deuxième   ordre,   en 

,i.      .  ,,         d2r  .  ,  .  . 

éliminant  entre  elles   —— »    on  aurait  une  équation  du 

de1 
II.   Ie  édition  G 
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premier  ordre  de  la  forme 


/ 


.      ••"       ••'"  «fo— Ol 


En  diiïéientiant  /// —  2  fois  cette  équation,  on  aurait 
ni  —  î  équations  entre  .r,),  -y-j*-»?  — — —  et  m  —  2  cou- 

Cl  X  (  l  ■  ' 

stanles,  c'est-à-dire  plus   d'équations   que  d'inconnues. 

On   ne   pourrait  donc  pas  se  donner   les  valeurs  de  y, 

dy  d"l~xy 

, . . . ,  - — ■     pour  x  =  a. 

d.x  dx'"-1    L 

En  éliminant  successivement  deux  des  m  constantes. 

m  (m —  î)   ,         .  ,.rr,         ...        ,      , 

on  aura équations  diiferentielles  du  deuxième 

1.2  * 

ordre  contenant  etiacune  m  —  2  constantes  et  qu'on 
nomme  intégrales  de  l'ordre  m  —  2.  Trois  intégrales  de 
cet  ordre  peuvent  remplacer  l'intégrale  générale,  car  on 

la  reproduit  en  éliminant  entre  elles  —  et  — — • 

L  d.x         dx1 

557.  On  pourra  de  même  éliminer  un  nombre  quel- 
conque de  constantes  et  parvenir  ainsi  à  des  intégrales  de 
l'ordre  m — 3,  de  l'ordre  m —  4?  etc-  Si  l'on  élimine 
toutes  les  constantes  moins  une,  on  aura  m  équations  dif- 
férentielles de  Tordre  ni  —  1  qui  seront  dites  des  intégrales 
du  premier  ordre.  Si  entre  ces  ni  équations  on  élimine  les 

dy    d2y  dm~xy 

ni  —  1  dérivées  ~—  ?  —r^i  •  •  •  >  —, •>  on  retrouvera  l'équa- 

dx    dx2  dxm~{  l 

lion  primitive  F  =  o  entre  x,y,  c,  c7,...,  c(m~l> .  Il  suffira 

donc,  pour  intégrer  l'équation 

d»y  (  dy  d»'-<y\ 

(1>  dx^=/\*>X>dx>-''>dx^)1 

d'avoir  les  m  équations  intégrales  du  premier  ordre. 

008.   Les  intégrales  du  premier  ordre  permettent  de 

déterminer  les  constantes  c,  <;',...,   c('"-1    en  fonction 

dy  dm~x  y 

<\r  x*  ),  — -?•••  1  -- — —  •    En  les   résolvant   par    rapport 
dx  dxm-*  L  Lr 
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anx  constantes  et  en  désignant,  pour  abréger,  les  dérivées 
de  r'parj',^7,...,^"1-1),  on  aura  /// :  équations  de  la  forme 

c  =  î[x,  y,  /,...,  j>-')]  =  M; 

d'où  Ion  tire 

dit,        du     ,        du     „  du       dmy 

_| y     -4—  Y     -4-  -I — -  =r  O 

dx       dy  *  dy' J         '  '  *       <//("'-'>  cte» 

Mais  on  a  — f  =/[.r,  j,  /, .  .  . ,  .r<»-0|; 

on  aura  donc 
_.     du        du  du  du       rf 

Cette  équation  doit  être  identique,  car  autrement  elle 
établirait  une  relation  entre  x,  r,  y\  .  .  . ,  J  (m-i\  et  Ton 
ne  pourrait  plus  se  donner  les  valeurs  de  )  ,  j /75 . . »,  y^"1-1) 
pour  x  =  a. 

Ainsi  les  équations  du  premier  ordre  étant  mises  sous 

la  forme 

u  =  <?,     «,  =  c',     u2  =  c" , .  .  . , 

toutes  les  fonctions  u,  wt„. .. ,  satisfont  à  une  même  équa- 
lion  aux  dérivées  partielles. 

rfmr 

INTÉGRATION    DE    INÉQUATION    ~-  =  U. 

559.  Soit  proposé  d'intégrer  l'équation 
v  étant  une  fonction  de  x.  On  en  déduit 


lm~xy      C  , 

-.   J  vdx  +  c, 


«ir"— 


— ■  =.  I  ^/x  I  vdx  -f-  cz  -4"  r , 


dx 

dn'~"°  y 


7=1  dx  I  dx   j  vdx 


4-  ex7  4-  «  +  f", 


6. 
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et  ainsi  de  suite.   Donc,   si  l'on   désigne  en  général  par 
i  vdx'1  l'intégrale    /  dx   j  dx .  .  .    j  vdx  qui   résulte  de 
n  intégrations  successives  par  rapport  à  x,  on  aura 


(») 


-/ 


vdxm  +  ex"'-'  -h  c'a"1-2  4-  ...  -h  dm-{K 


560.  L'intégrale  multiple  qui  entre  dans  la  valeur 
de  y  peut  s'exprimer  à  l'aide  d'un  certain  nombre  d'in- 
tégrales simples.  En  effet,  l'intégration  par  parties  donne 
successivement 

/  dx  I  vdx  =  x    I  vdx  —  f  vxdx, 

j  vdx*  = [x-  j  vdx —  2x  j  vxdx  -f-   j   vx2dxU 

/j  /         x3  I  vdx —  3jc-   /  vxo 

\   -j-  'dx  j  vx2dx  —    /   vxz  dx 

et  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  conclut,  par  induction, 

x»->fvdx-in-»x»->fvxdx 
(»-*U»->h»->fvx>dx...±f, 


(3)     /  vdxn  '= î 


I  .2 


Pour  démontrer  la  généralité  de  cette  formule,  il  suffit 
de  montrer  que  si  elle  est  vraie  pour  une  intégrale  de 
l'ordre  n,  elle  conviendra  encore  à  une  intégrale  de 
l'ordre  n  -j-  i .  Or  on  peut  mettre  l'équation  (3)  sous 
cette  forme 


j  vdxn 


i  ■  2 ...  n 


72  in  —  i)  (n  —  2)       c    ,      .     r 

— '-  x" ~3  j  vxdx. ..zhn  j  vxn~x  dx 


1  .1 
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Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  dx  et  que  l'ou 
intègre  par  parties,  on  aura 

x"  /  vdx —  nx"~l   I  vxdx 

f                     1.1. ..n\         n[n  —  i)  •/  .  /  ,   , 

u  H S xn~-  \vx-dx...±nx  Xvx^-'dx 

- |x  —  /z  -+-  n\n~l>  . .  -  dt  J»  |    /  cx"dx. 

1.2.../ïL  1.2  \J 


Mais 


n(n  —  i)  ,  .      . 

î  —  n  -f-  — i -  . .  •  ±n  =  (i  —  0"  ±  i  =  zt  i  ; 

1.2 


donc 


/.z"  j  vdx  —  nxn~l   I  c\rr/.r 
vdxn+*= ! I          y  ^  „  r 

H-  -J f  .r"-'  I  vx'dx  -+-  .  .  .  qz  |  «c*  </r 

ce  qui  établit  la  généralité  de  la  formule  (3). 

561.  Enfin  l'intégrale  multiple  /  vdxn  peut  s'expri- 
mer par  une  seule  intégrale  simple.  En  effet,  donnons 
aux  intégrales  qui  entrent  dans  l'égalité  (2)  les  limites  a 
et  x  5  posons  v  =y(x),  et,  dans  le  second  membre,  rem- 
plaçons x  par  z  sous  le  signe    I  :  nous  aurons 

[*"-'  /    /(«) dz-(n-i) **->  /      r/ (*) rfs~| 

ou  bien,  en  faisant  passer  les  facteurs  constants  sous  le 
signe  I  ,  et  remplaçant  la  somme  des  intégrales  par  une 
intégrale  unique. 

.      (4,    f/W^=^qf/«(-  =  --^ 
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riB2.  Cette  derrière  lormulc  oonckiii  à  une  nouvel!»; 
démonstration  de  la  série  de  Taylor.  Kn  remplaçant  J  (x) 
par^/"("+1)  (x)  et  //  par  n  -h  i ,  on  aura 

j     /(«+')  (x)dxn+l  = - —     /     f(»+i)(z)(x  —  z'/dz. 

J  a  '     '  "      J  a 

D'un  autre  côté, 

f    /(-fO  [»&«+'  =/(.r)  _-/(«)_/'(«)  (x  —  a) 

*   '        J  .2  x    '    1.2.  .-« 

donc  on  aura 


1.2 


•J  a 

et,  si  l'on  pose  x  =  a  -f-  A,  2  =  «  4-  /i  —  <t, 

JjJ/TWT^l*! —  H ! —    f    /(«+.) ra +h_ t)t»dt. 
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QUARANTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DE  QUELQUES  ÉQUATIONS  D'UN  ORDRE 

SUPÉRIEUR. 

[d"'~{y     d'"j\ 

Équations  de  la  forme  f  [  • 5  )  =  0.  —  Équations  de  la  forme 

J   \dxm-{     dx"lj 

(dm~2y     dmy\ 
/*  (  —-5  j  =0.   —   Équations    susceptibles   d'abaissement.  — 

\dxm~~        dxm  J 
Applications  géométriques.  —  Équations  homogènes. 


f  dm-\  y  d'"r\ 

ÉQUATIONS    DE    LA     FORME    /  (   — : —9    — O. 

x  J   \  ch-'"-[  dx" 

o63.   Soit  d'abord  l'équation 

K  '  dx*       J  \dx) 

x?  dy  dp  .     .  ,,    , 

En  posant  — -  =  p,  on  aura  -j-  =j  (p)]  cl 'ou 


(a)  *=fà 


[P) 


Si  l'on  peut  tirer  de  cette  équation  p  en  fonction  de  x, 

on  aura 

p  =z  <p  [x)      ou      dyz=zy(.x)dr\ 

d'où 

(3)  y  =   L(x)dx-}-c'. 

Cette  équation  est  l'intégrale  générale,  car  elle   contient 
deux  constantes  arbitraires  c  et  c' . 

564.   Si  l'on  ne  peut  pas  tirer  de  l'équation  (2)  la  va- 
leur de  p  en  fonction  de  x,  on  aura 


88  coûts  d'anali   !  . 

d'où 

dp 


PI 


on  éliminera  ensuite  p  centre  les  équations  (2)  cl  (/(). 

565.    Exemple.    Trouver  la  courbe  don!  le  rafon  de 
courbure  esl  constant  et  égal  à  a. 

L'équation  différentielle  du  problème  esl 


3 


(.)  ____  =  „. 

dx 
On  aura  donc  dx  = — - — -  -,  d'où 

(2)  .r  =     ■  °P        4-  c 

s  '  -+-  p- 

1  1  apdp  «    •   11 

et  ensuite  dy  ==  ^wx  = -?  d  ou  1  on  lire 

(3)  r  =  -— ilUr-f-c'. 

En  éliminant  /?  entre  les  équations  (2)  et  (3),  on  aura 

(4)  (*-,.•)= +  (.r-c7  =  «-•, 

équation  d'un  cercle  dont  a  est  le  rayon. 

On  peut  aussi  tirer  de  l'équation  (2)  la  valeur  de  p  en 

fonction  de  x  ;  on  a 

.r  —  c 


^2  _  (^  _  c.y2  ' 

cest-a-dire  dy  —  —  — -  * 

s/ a2  —  (.r  —  c  f 

d'où,  en  intégrant, 


y  —  c'  ==z —  Jar —  (x  —  c')2 
et  enfin  (x —>  c)*-J-  (j* — c'y=ia''-. 

56(5.   Plus  généralement,  si  l'on  a  l'équation 
dni-\y      dmy 


f 


rfjp"*-1         <7.r"' 
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ne  contenant  que  deux  dérivées  consécutives,  en  posant 

d"—1  y  „  <lmy        dp 

dx'"'1        '  d.r"1         dx 

l'équation  proposée  se  réduit  à 

on  déduit  de  là 
f=f(P),     d'où     dx  =  -^-     et     v^C-ÊL  +  c. 

Si  cette  équation  peut  être  résolue  par  rapport  à  p,  on 
aura  /?  ==  <p  (.r)  et  (559) 

^  3=   /  ®{x)  d.r"1-*  -+-  ^x"1--  -h  c"  j;'"--  .  .  .  -+-  c(m~'K 
Si  />  ne  peut  pas  s'exprimer  en  fonction  de  .r,  on  aura 


dx 


m — i 


=  U 


d'"--y  pdP 

ou  d.  —  =  pdx  - 


dx'"-'  f(p) 

donc  *~*  -    C  P*P 


«te—1       J  f[p) 


J.; 


c 


i  •    i«  /  dp  •  i 

en  multipliant  par  <7x  ==  ~ —  et  inlccranl  de  nom  eau 

«*— 3.r_  f  «//>     C PfiP  +.,>„+'» 


J  f(p)j  , 


daf^        J  f[p)  J  f{p) 
et  ainsi  de  suite. 

r(d'"-'y     dmy 
EOl \TIONS    DE    LA    FORME     / j    — 

J  \djcm--      dxm  t 

567.   Soit  d'abord    (IlZh=f(y). 

dx'        '     v*     ' 

En  multipliant  les   deux  membres   par   idy  et  inté- 
grant, on  aura 


$f**fm+**. 
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d'où  Ton  tire       dx  =  - 


'(r 


i 


s/c~T~^J'/(y)dy 


-,+ f 


dy 


et  enfin  x 

s/c  -+■*// \y )dy 
^)()<S.   Exemples. 

On  aura  \~f)  ~+~  ni{y2—  c7)  =  o, 

ndx  - 


sic1  —y1 
Y  z=z  c  sin  (  nx  -f-  c'  )     ou     r  —  A  sin  /z.r  -f-  B  cos  «x, 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 


d'  y 


—  n'yz=z  o 


dy\ »  dy 


dxj  y/ 'j2  +  , 

(i)  J-f^2  +  c'-c/eWi 

on  a  d'ailleurs 

(r  +  v/j'-i-^)  (—  y  -f-  ^  +  «'1  =  c8, 
d'où 


■nr 


(2)  -J  +  ^  +  c^-f 

On  tire  des  équations  (i)  et  (2) 

1  1  c2 

j  =  ~  c'e"x e~"x     ou     y  =  Acnr  4-  Be""*. 

2  2  c 

569.   Pour  ramener  au  cas   précédent  (5H7)  les  équa- 
tions de  la  forme 

r/'"-2y     dmy 


il  suffît  de  poser       m_'2  ==/>,  d'où 


dx"1-'' 

'Il 
dxm"2 


w        4'ë)  =  0  ou  3rrW! 
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on  aura  donc 

'■£  =  s/c-V-2ft{p)dp  =  $(p)', 
d'où 

Si  Ton  peut  résoudre  cette  équation  par  rapport  a  p  et 
en  tirer  /?  ou  -— — j  =  cp(jc),  l'intégrale  générale  s'ob- 
tiendra au  moyen  de  m  —  i  quadratures  qui  introduiront 
m  —  r±  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Quand  l'équation  ne  peut  pas  être  résolue  par  rapport 
à  p,  on  opère  de  la  manière  suivante. 

On  a  - =  »,  d'où  résulte 

d'"~?'  y  .  pdp 

d -  as  pdx  =  ~— —  : 

r/.r"'-3         v  'H/') 

donc  ^=f£*U>. 


On  trouvera  de  même 

<i'"->v  =  r  pdp  rjp_,c„  f  ♦  .  - 

*^  ■  J  Up)J  *Hi>)        J  t(p)        9 

et  ainsi  de  suite.  Ou  arrivera  donc  à  une  certaine  équation 

(3)  T=F[p), 

contenant  m  constantes  arbitraires.  L'élimination  de  p 

entre  les  équations  (2)  et  (3)  donnera  l'intégrale  générale. 

ÉQUATIONS    QUI    PEUVENT    S'ABAISSER    A    UN    ORDRE 

INFÉRIEUR. 

570.   Soit  l'équation  de  l'ordre  m 

.7        dny     dn+lr  d"'r\ 

f     .r,    -7—5    - — —•>-•">    — =0. 

\         dx'1       d.r"+i  dxm  J 

d'1  y 
En  posant  -— ■  =  p,  on  la  réduit  «à 

rf  dp  d'"-~"p\ 

\  dx  dx'"-"  J 
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Si  l'on  peut  intégrer  cette  équation  qui  n  est  que  de 
l'ordre  m  —  «,  et  ensuite  la  résoudre  par  rapport  à  x  ou 
à  />,  le  calcul  s'achèvera  comme  dans  le  cas  précédent. 

571.   Soit  l'équation 

qui  ne  contient  pas.r.  On  peut  en  abaisser  l'ordre  d  une 
unité  en  prenant  r  pour  variable  indépendante  et  fai- 

sant  — -  =  j7.  Un   aura 
dx 


d*y 

dp 

* 

dx- 

dr 

*-  '  ■ 

pv> 

d\r 
dx 

d. 

di 

dP\ 

dy)  _ 

r 

--P2 

</2/? 
^ 

+ 

'  m- 

»ernl 

d"y 

i  r 

nnsidéi 

-pp 

com 

me 

fonction 

du  {n  —  iyème  ordre;  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'é- 
quation (i)  on  arrivera  donc  à  une  équation  de  l'ordre 
m  —  i 

/  dp  d'"-lp\ 

(a)  f\f,  ?'■&>  —  >   7iJ^)  =  °' 

dont  l'intégrale  renfermera  m  —  i  constantes  arbitraires, 
et  l'intégration  de  l'équation  dy  =  prix  fournira  encore 
une  autre  constante. 

APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES. 

572.    Quelle  est  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure 
est  en  raison  inverse  de  V abscisse? 

L'équation  différentielle  du  problème  est 


dp  7.  X 

dx 


i 
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a1 
en  appelant  —le  produit  constant  du  rayon  de  courbure 

par  l'abscisse  du  point  correspondant  de  la  courbe.  On 


déduit 

de  là 

"?..rdx  = 

a' dp 

Z    f 

:,  ■ 

et,  en 

intégrant, 

(l-KP')1 

x2  -f-  c  : 

a-p 

V/i+^2 

d'où 

a?a  -f-  c 

\!a'  ■ 

-l^  +  c)' 

et,  en 

intégrant 

de  nouveau, 

> 

_    Ç  (*' 

-f-  c)  dv 

c  . 
4  —  (,f-'-+-cj2 


Cette  équation  représente  la  courbe  afleelée  par  une 
lame  élastique,  quand,  une  de  ses  extrémités  étant  fixée, 
l'autre  extrémité  supporte  un  poids  :  on  lui  donne,  pour 
cette  raison,  le  nom  de  courbe  élastique. 

573.  Plus  généralement,  si  le  ravon  de  courbure  doit 
être  une  fonction  /(x)  de  l'abscisse,  on  aura  l'équation 


± 

dx 
d  où  l'on  déduira 


[t+p,)  =/w 


}  fK- 


p  (IX 

-+-c. 


\  i  -hp2       J  /(■*) 

Cette  équation,  étant  du  second  degré,  pourra  être  résolue 
par  rapport  à  p.  Soit  alors  p  =  <p  (x),  on  aura 


=JV< 


x)  dx  -\-  c', 


équation  de  la  courbe  cherchée,  qui  renferme  deux  con- 
stantes arbitraires  c?  et  c'. 

574.    Trouver  une  combe  dont  le  rayon  de  courbure 


g4  GOl  M    n    *  SALI  M-'.. 

50//  proportionnel  à  la  longueur  de  la  normale  com- 
prise  entre  la  courbe  et  Vaxe  des  x. 

L'etroation  différenfcwtte  du  problème  e»l 


(i) 


± 

dx 


^(l  +  />2)% 


n  désignant  une  constante  positive  ou  négative,  selon  que 

la  courbe  est  convexe   ou   concave  par  rapport  à   l'axe 

des*  (I,  235). 

En  prenant  )   pour  variable  indépendante  et  rempla- 

dp  pdp 

cant  — -  par  — —  5  on  aura 

dx  L  dy 

dj  _   npdp 
On  tire  de  là 

n 
c  *>. 


OU 


r 


^w. 


C 


donc 


P 


va 


et  en  remplaçant  p  par  — -, 


w 


</.r  = 


,/r 


11  suffit  de  prendre  ce  radical  avec  le  signe  H-,  car  le  signe 
—  conduirait  à  la  même  intégrale. 

Cette  équation  peut  s'intégrer  d'après  la  théorie  des 


intégrales  binômes  : 


i°   Quand  -  est  un  nombre  entier  (I,  353),  c'est-à-dire 
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quand  n  est  un  nombre  entier  pair  5  20  quand est 

un  nombre  entier  (I,  354),  et,  par  suite,  quand  n  est  un 
nombre  entier  impair.  En  résumé,  11  doit  être  un  nombre 
entier. 

Examinons  les  eas  particuliers  de  n  =  zh  1 ,  «  =.  ±  2. 

i°  n  =  —  i:  l'équation  différentielle  sera 

dx  --     ydy     - 

d'où  (x  —  c'y  -r-  r-  =  (fi 

Cette  équation  représente  tous  les  cercles  qui  ont  leur 
centre  sur  Taxe  des  x. 

i°  n  =  \  :  dans  ce  cas,   où  la  courbe  est  convexe  vers 
l'axe  des  x,  on  a 

çdf 

dx  =  -, 

V  J2  —  c2 

d'où  x  =  c  1  (j  -f-  y/y2  —  c2)  -+-  /". 

Si  Ion  détermine  A  de  manière  que  pour  r=  c  on  ait 
x  =  c-j  il  faudra  que 

c'  •=.  c  1  c  -j-  /r  ; 

x —  r."'  _jr  -|-  y/)'2  —  c2 


d'où 

ce  qui  revient  à 


(a)  jr  +  ^jr»  — «■  =  ce    c     . 

Mais  on  a 

(7  -+-  v'j2  — c*  )  ( r  —  s'f1 — e  )  — c2  ; 

donc  on  aura 


Donc,  en  ajoutant  membre  a  membre  les  équations  (a) 
et  ((3),  on  aura  pour  l'équation  de  la  courbe 


1 

Y  =  —  c  \e     '   ,  -\-  e 
2 


Fig.  ii .'). 

y    \ 


()G  C0«  i.s    l)  A  DIALYSE. 

Cette  équation  est  celle  d'une  chaînette.  Par  conséquent 
le  cercle  et  la  chaînette  sont  les  seules  combes  dans 
les({uellcs  le  rayon  de  courbure  soil  égal 
à  la  normale,  avec  cette  différence  cjue 
ces  deux  lignes  coïncident  da?is  le  cer- 
cle, tandis  quelles  sont  situées  de  part 
et  d'autre  du  point  de  contact  dans  la 
cli  aï  ne  tic. 
3°  n  = —  2  :  on  a  l'équation  diflérenficlle 

dx 


dx 


v/( 


OU 


■r. 


—  i 


y 


Fig.   ji6. 


!'! 


Or,    cette    équation    représente   (I,   249)    une    cycloïde 

dont  la  base  est  sur  Taxe 
des  x  et  dont  le  rayon  du 

cercle  générateur  est  -•  On 

sait  en  effet  que,  dans  cette 
courbe,  le  rayon  de  cour- 
bure MK  est  double  de  la 
normale  MN. 


4°  n=  2  : 


dx  = 


\jcdy 


Slf—c 
d'où  (x  —  c'  )'  =  /\.c{y  —  c)  ; 

cette   équation   représente  toutes  les   paraboles  qui   ont 
l'axe  des  x  pour  directrice. 

ÉQUATIONS    HOMOGÈNES. 

575.  On  peut  abaisser  d'une  unité  l'ordre  d'une  équa- 
tion différentielle  lorsqu'elle  est  homogène  par  rapport 
à  j  et  à  ses  dérivées  5  soit 

f\  d  dy  dm?\       ~ 

W  {[*>r>  Tx"->-d^)=° 

une  telle  équation,  et  soit  n  le  degré  de  l'homogénéité. 
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On  pourra  la  niellre  sous  cette  forme 

(dy      dly  dmy\ 

dx      dx1  d.7J"    | 

Faisons         y  =  ^ M</t,  d 'où 

de 


rw,3  V  «r2  rAr 


En  substituant  ces  valeurs  dans  F  équation  (2),  on  aura 
évidemment  une  équation  différentielle  de  l'ordre  m  —  1 . 

57(5.   Exemple. 

(t*Y        1   dy        y 

—  4-  - —  =0. 

dx*         x  dx        .r.- 

Posant  1  =  cï"'lx  et  substituant  les  valeurs  de-1-  et  de 

dx 

(L~  y 

— —  trouvées  plus  haut,  on  aura 

dx*  l 

du  1  1 

-  H-  m»  +  -  « =  o, 

dx  x  xJ 

xdu  -f-  udx         tûx2  —  1 

OU  ■ : 1 =0. 

dx  x 

Posons  ux  =  -,  il  vienl 

dz        z*  —  1 

-y-  H =0, 

(IX  x 

ou,  en  séparant  les  variables, 

dr.  dz 

h =  o  ; 

x         z-  —  1 

d'où  l'on  tire 

z  —  1  x1  -f-  c  x-  -4-  c 

x* .  =  r ,      z  =  — j >      a  =  — ■ , 

z  -f-  1  x1  —  c  x(x*  —  c) 

IL    .>l"krf}il:cil.  n 


98  couus  d'analyse. 

et,  ensuite, 

y  —  rS'l(,x  z=  c'  .    =  C'.r 

X  X 

T)77.   On  traite  de  la  même  manière  toute  équation 

/       dy     d-y  (lmy\ 

qui  est  homogène  par  rapport  aux  indices  des  différen- 
tielles, c'est-à-dire  dans  laquelle  la  somme  des  indices 
des  différentielles  de  7    est  toujours  la  même;  car  si  l'on 

rfy 

pose  — -  =  p,  l1  équation  deviendra  homogène  par  rapport 
dp    drp  d*-lp 

H'  dy      djl  dj'"~l 

Exemple.   Soit 

Cette  équation  revient  à  p  —  =zf(y)p-,  ou 

équation  homogène  par  rapport  à  p  et  à  -j-  •  Si  l'on  fait 

z=cSuJ/  d'où         iH=nefudjri 

dr 

on  aura,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2)  et 
supprimant  le  facteur  commun  e^"'7', 

donc  P=-  cSf(r)df, 

c 

et,  en  intégrant  de  nouveau, 

x  —  c  +  c    I  c~M(rWdr. 


QUARANTE- CINQUIEME    LEÇON,  gg 

EXERCICES. 
1 .  Intégrer  V équation 

•i  dy2  dx  -\-y2dxs  —  yd2ydx      Jy 

où  x  est  la  variable  indépendante. 
Solution. 

x  =  c'-h  -  y  2. cy—  tr  -f-  arc  cos  - — —  • 


2.  Intégrer  f  équation 


((x- (fy _  Xf/,2d2y  =  adxds \J{d2x)2-\-  ( d\y)\ 


dans  laquelle  ds  —  \/dx"  -h  d\  *  et  s  est  prise  pour  variable  inde- 
perulante. 

Solution.  r  =  -c[x  -ha)-  +  e'. 

3.   Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  en  chaque  point 
est  égal  à  la  distance  de  ce  point  à  un  point  fixe. 

Solution.  L'équation  du  premier  exercice  où  l'on  mettrait  r  et  & 
à  la  place  de  y  et  de  x. 

A.  Intégrer  l'équation 


Solution, 


dx'      J  v  '  dx  dx2 

l  =  eS/^"y\c  -  % jV'trVv,/,  l 

H  L  J 

x  =  c'-\-    I  — 

^  J     CJ"U} 
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QUARANTE-SIXIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  SANS  SECOND 

MEMBRE. 

Définition.  —  Propriétés  de  l'équation  privée  de  second  membre.  — 
Équations  à  coefficients  constants.  —  Cas  des  racines  imaginaires  iné- 
gales. —  Cas  des  racines  égales.  —  Méthode  de  d'Alembert.  —  Au  tirs 
méthodes. 


DÉFINITION. 

578.  On  appelle  équations  linéaires  les  équations  dif- 
férentielles dans  lesquelles  la  fonction  cherchée  et  ses 
dérivées  n'entrent  qu'au  premier  degré  et  ne  sont  pas 
multipliées  entre  elles. 

Leur  forme  générale  est 

,   ,     d"1  y  dm~xy  dm~iY  dy 

v   ;     dx'"  dxm~l         *  d.r'n~-  dx  J 

P,  Q, .  . . ,  T,  U,  V  désignant  des  fonctions  de  x. 


PROPRIÉTÉS    DES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES    PRIVÉES    DE 
SECOND    MEMBRE. 

579.  Nous  considérerons  d'abord  l'équation  privée  de 
second  membre 

,     x    dmY  d'"-'  y  dm-*y  dy 

1     ;    dx"'  dx'"-1         K  dx"1-'  ■  ^     dx  J 

Si  des  fonctions  particulières  yn  y2,...,  y«  satisfont  à 
cette  équation,  la  somme  de  ces  fonctions  et  même  la 
somme  des  produits  de  ces  fonctions  par  des  constantes 
quelconques  cn  c2,.  .  . ,  c„,  y  satisfera  également. 

En  effet,  si  l'on  pose 

y  =  CxXt  -h  c,j2 -f-.  . . -f-  cnjlt , 
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on  aura 

dy  dyt  dy%  dyn 

-j-  —c{  -f-  +  c2-y-  +...-h  cn  — , 
dx  dx  dx  dx 

d'y  _        d\y{  ^j*  (£Xn 

1x^-Cx1^+Cl  dx'  ^'"-hC"  ,/.*»  ' 


dmy  _      d'"y{  dmy3  _      dmyn 

THF'  ~~  r'  dx"1        °2  dx'n      '  '  '  r"  dx'"  ' 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (II)  lui 
fait  prendre  la  forme 

fdmyl  dm-[rt  dyK 


O. 


Or,  chacune  des  parenthèses  étant  nulle  par  hypothèse, 
F  équation  se  trouvera  satisfaite.  Cette  propriété  n'appar- 
tient qu'à  l'équation  privée  de  second  membre. 

580.  Il  suit  de  Là  que  si  l'on  connaît  m  solutions  par- 
ticulières de  V équation  (II ),  on  aura  r  intégrale  géné- 
rale en  posant 

X  =  Cij't-h  c,y2-\-.  .  .  -h  cmymt 

pourvu  que  l  on  puisse  déterminer  les  constantes  de  ma- 

dy             dm— '  y 
nière  à  donner  à  y,  —  >  •  •  •  ?  -; des  valeurs  arbitraires 

pour  une  valeur  quelconque  de  x. 

Ces  conditions  ne  pourraient  pas  être  remplies  s'il 
existait  une  relation  linéaire  entre  quelques-unes  des 
fonctions  y,,  j  2. .  .  .,  _)',„.  Par  exemple,  si  l'on  avait 

on  aurait 

y  =  (cl-h  ac3)yt  -+-  ( c2  -f-  bcz ) y,  ■+-  c>  y,  -+-  .  .  .  H-  <y». 
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et  cette  expression  ne  renfermant  que  m  —  i  constantes 

arbitraires  puisque  cx  -f-  ac3  et  c%  -\-  hc^  ne  doivent  comp- 
ter que  pour  deux  constantes,  ne  peut  pas  être  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (II). 

581.  L'équation  linéaire  étant  homogène  par  rapport 
h  y  et  à  ses  dérivées,  on  peut  en  abaisser  l'ordre  d'une 
unité,  en  posant  y  =  e*udx  (575)  ;  mais  elle  cesse  d'être 
linéaire.  Elle  prend  alors  la  forme 

dm~  '  u 

(III)    -— r  -+-..  .-h(a'"  +  P/r-'  -hQ«'"-2  -f-.  .  .4-U)  =  o. 

Cette  équation  est  plus  compliquée  que  la  proposée  ; 
mais  elle  fait  découvrir  plus  facilement  certaines  inté- 
grales particulières.  Ainsi,  quand  une  valeur  u=  r,  indé- 
pendante de  x,  annule  le  polynôme 

(i)  um  -f-  P^-1  -f-  Qum~2  -+-... -f- B  =/(«) 

l'équation  (III)  est  satisfaite  par  il=j;  car  les  dérivées 

du     d2  u  d'n~~x  u  ,,  -,, , 

—  5  5  •  -  •  ?  — »  sont  nulles  :  par  conséquent  1  equa- 

dx     dxl  dxm~l  r  l  1 

lion  (II)  est  satisfaite  par  y  —  ce^udx  =  ce'x. 

ÉQUATIONS    LINÉAIRES    A    COEFFICIENTS        ONSTANTS. 

582.  Dans  le  cas  où  P,  Qr..,  T,  U  sont  des  constantes, 
l'équation  f  (u)  =  0  n'admet  que  des  racines  constantes 
''u  f'^i'"-,  7m-  En  les  supposant  toutes  différentes,  on  aura 
donc  m  solutions  particulières  e'ix,  e'*x, . . . ,  e'*'w-r,  et  l'in- 
tégrale générale  sera 

( 2 )  Y  =  c, e'i*  -f-  c2 cr* x  -h  .  .  .  -f-  cm cr»» r. 

Pour  le  démontrer  il  suffit  de  faire  voir  qu'on  peut 
déterminer  les  constantes  ùu  c2, .  .  .,  em  de  manière  que, 
pour  une  certaine  valeur  de  x,  par  exemple  x  =  o,  la 
fonction  y  et  ses  m  —  1  premières  dérivées  aient  des  va- 
leurs arbitraires  b,  b' , .  »  .  ,  b{m~lK  En  effet,  de  Téqua- 
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lion  (2)  on  lire 

(  3  )  €-f  =  c,  n  cr> *  -4-  c2  r2c^-x-h.  ..  +  c,,,  r«  tT*  x , 


-et,  par  conséquent,  en   faisant  z  =  o  dans  les  équations 

*h  (3)'  (4)v  •  •>  on  aura 

/  c,  4-  c,  4-  c3  4- . . .  .•+-  c„  ==  6, 

l  <?.  >'i  4-  c2r2  4-  ç8r?  4- ...  4-  cmrm  =  b' \ 

(C)       {    C^+  C,r\+  €,7-1+  .  .  .~\-  Cm7-]nr=:  b'\ 


ctr         ~\-  c2r        -t-  c>r        .  .  .  -f-  r-r        =  OV"1—}/. 

Multiplions  ces  équations  respectivement  par  7v,  A',  A'',.... 
^(m-2)  el  I?  el  ajoutons-les  :  en  posant 

A  -h  *'  /•  4-  *"  /'2  4- ...  4-  *<?r-^  z"7'-2  4-  r"1'1  =  ?  ( r), 

on  aura 

C\y[ri)  4- <*,<£>  (r2)  4-.  .  .4-  *■*(**) 
=  //;  4-  W  4-  k"h"  4-.  •  •  4-  £("-0. 

On  éliminera  c2,  c3,.  .  .,  c,,,,  en  prenant  pour  o  (/■)  une 
fonction  telle,  que  <p  ('*2),  cp  (/'3  ),...,  <p  (/•„,),  soient  nulles, 
mais  que  G>(r,)  soit  différente  de  zéro.  Ces  conditions 
seront  remplies  si  Ton  pose 

f{r)  =  (r-r.){r-  r,)...  {r-rm)=  -f&-, 


r, 


d'où  f(rO=/'W 

"  = TW) 

On  aurait  de  même  c2,  c3,...5  c,„.  Toutes  ces  constantes  ont 
des  valeurs  finies  et  déterminées,  puisqucy7^),/7^).,..., 
J' (v,n)  ne  sont  pas  nulles  (*). 

(*)  On  pourrait  aussi  démontrer  ce  résultat  en  observant  que  le  déno- 
minateur commun  des  valeurs  tles  inconnues  c4,  c9,  c3,...,  cm,  dans  les  équa- 
tions (C  ),  est  égal  au  produit  de  toutes  les  différences  des  quantités  ;,,  r„ 
/,,. . .,  prises  deux  à  deux,  produit  qui  n'est  pas  nul,  puisque  aucune  de 
ces  différences  n'est  nulle. 
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Si  Ton  donnait  les  valeurs &,  l>\---,  I>'n~x,  de  )  et  de  w*s 
dérivées  pour  x  —  a,  il  suffirai!  de  changer,  dans  la  va- 
leur de  > ,  x  en  x  —  a  sans  toucher  aux  constantes,  car 
l'intégrale  (2)  peut  évidemment  s'écrire 

En  prenant  ensuite  \ç>  dérivées  et  faisant  x  =  a,  on  re- 
trouverait les  mêmes  équations  (G)  pour  déterminer  r,. 

e25 .  *  . ,  c,n. 

EXEMPLE. 

On  n 
d'où 

et  j  —  cKcns  -\-c2c-n:c. 

CAS    DIÎS     RACINES    IMAGINAIRES    INÉGALES. 

583.   Lorsque  l'équation 

/(/•)  —  rm-\-Vrm~K  +...  +  ïr  +  U  =  o 

a  des  racines  imaginaires,  la  formule 

r==ClcrLx-}-c2er>x-{-.  .  .-j-  Cm^m* 

représente  encore  l'intégrale  générale,  mais  elle  renferme 
des  imaginaires.  Pour  mettre  l'intégrale  sous  une  forme 
réelle,  observons  que  les  racines  imaginaires  doivent  être 
conjuguées  deux  à  deux  si  P,  Q,,.»?  T,  U  sont  des  quan- 
tités réelles.  Soient  donc 


dx* 

•n2y 

=  < 

7.2 



ri1  = 

0, 

/•  : 

=  zh 

n 

r\  ==  a  -f-  6  y/ — 1 ,     r2  =  a  —  o  y —  1 , 
on  aura 

z=  e*x[(cl  -i-^Jcosêjr-f-  \J — 1  (ct  —  <?2)sin6.r]  , 
ou  bien 

cler>x+c2er>x=(AcosSa:-{-Bsin%a:)e'y-ti 


•n  posant  A  =  ci  4-  c2,  B  =  (cj  —  c2)  V —  1  :  A  et  R  dé- 
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signent  des  constantes  arbitraires  que  Ton  peut  toujours 
supposer  réelles. 

On  peut  encore  écrire  la  somme  des  termes  qui  cor- 
respondent à  deux  racines  conjuguées  sous  cette  forme 

ce*xsin($x  +  ©'). 
581.  Exemples. 


dx- 


H-/i2j  =  o, 


r  =  ±n\l—  i, 


=  t-, <-,'"* v_l  -f-  c%ernx-y  =  Acos/îx  -H  Bsin/zr, 


r/3j         cl  y        r 
l" 6j  =  O. 

dx%         dx 
L'équation  en  r  est 

/••  —  r  —  6  =  0: 

on  eu  lire 


/-, 


=;2,      r2= — i+\/-2,      /;=  —  1  —  <J—  1, 


cl  par  suite 

j  =  ce"  -f-  tf_x[Acos(.r  ^2)  -f-  Bsin  (x  ^2)]. 

CAS    DES    RACINES    ÉGALES.  MÉTHODE    DE    DALEMBERT. 

585.   Lorsque  l'équation 

(1)  rm  -h  P/-'"-'h-  Qr"'-2_|_.  ..+  T/-+U  =  o 

a  des  racines  égales,  les  termes  correspondants  à  ces  ra  - 
ci  nés  dans  la  formule 

(2)  y  =  clcriX  -hcier'x  -h.  .  .-h  cme'mx 

se  confondent  en  un  seul  et  l'on  n'a  plus  l'intégrale  gé- 
nérale, puisque  le  nombre  des  constantes  arbitraires  est 
inférieur  à  ni.  On  peut  cependant  déduire  de  cette  même 
formule  l'intégrale  générale  en  considérant  d'abord  les 
racines  comme  ayant  une  différence  qu'on  rend  nulle 
ensuite  après  avoir  fait  subir  à  l'expression  une  trans- 
formation convenable. 

Pour  faire  comprendre  ce  procédé  par  un  exemple  très- 


io(i  cours  d'analyse. 

simple,  proposons-nous  de  déduire  l'intégrale   /     r-  =  ]x 

de  1  intégrale   /  afdx  = h  C,  fini  devient  illusoire 

J  ni  4-  i  '   ? 

quand  m  =  —  i    Posons  m  =  —  i  4-  //  •  nous  aurons 

/dx  ar 

h- 


1 . 2 
donc 


T  rfa         r  1  h  1C-  1 

J.^  =  [c  +  z  +  u  +— (lxP  +  7^-3(l^  +  ...J 


et,  en  représentant  L,  4-  -  par  c, 


^  =  c+l.r-| (Ijc)2  4-  - 


h 

dx  j  // 

.r1    A  1  . 2  v  1.2.0 

Donc,  si  l'on  fait  h  =  o,  on  aura 


/: 


/ 


—  =  \x  -\-  C. 
X 


586.  Revenons  maintenant  aux  équations  linéaires  et 
supposons  r*i  =  rl.  On  peut  altérer  infinimentpeu  les  coef- 
ficients de  l'équation  (II),  de  manière  que  l'équation  (1) 
n'ait  plus  de  racines  égales.  Alors  on  a  i\  ==  i\  4-  h,  et 

y  =zCl^x-hC2e^x+hx-h  czer>x  -+-.  .  .  4-  cmermx, 
ou 

j  —  (C,  4--  C2e**)  e"?  H-  c3 e'3*  4- . .  .+  *««V 

==  er<*  (  C,  -h  C,  -+-  CîAjc  -h  C,  —  x^  4- . .  . 

\  1.2 

ou  bien,  en  posant 

C14-C2  =  c,      C,h  —  c', 
on  aura 

r  =  eri  *    c+  cx+c'h  — h  c'  /r  -  4- .  .  . 

\  1.2  1.2.0 
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celte  valeur  satisfait  à  l'équation  différentielle  quel  que 
soit  //.  Donc,  en  faisant  //  =  o,  on  aura 

(3)  y  =  er>x[c  -h  d x)  4-  ez  tf**  4-  ...  -h  cluer,u\ 

expression  qui  renferme  m  constantes  arbitraires  dis- 
linctes  quand  ri%  /*8,  r*,...,  '*„,  sont  des  racines  différentes. 
Quand  trois  racines  sont  égales,  on  suppose  d'abord 
l'équation  modifiée  de  manière  que  deux  racines  seule- 
ment soient  égales,  ce  qui  donne  à  l'intégrale  la  forme 

y  =  tT>  x  ( G  +  C  x)  +  C3  cr*x  -{-  C4  cr*  M-  . . .  -+-  cni <«.*. 
Puis,  supposant  r3  =  i\  -+-  li\  on  aura 

jf  =  ^  rG+C3  +  (C'  +  C3/«).r  -h  —  *2  +  -^-  *34-.. 

1.2  1.2.0 

c  i  - 
ou,  en  posant  C  +  C?l  =  c,  C  -+-  C3  //  =  c',  — ^—  —  Cw, 

j  —  <?r'  *  I  c  +  c' x  -}-  c" ar'  4-  -^--  .r3  -h .  .  .  )  -j-  t4  er"x  -f- ...  , 
qui  devient,  pour  h  —  o, 

(4)  r=^cr^x(c~\-  CfX-hc"x2)  -\-CiCr^x-\-.  .   .-t-CmCrm*. 

On  trouverait,  de  la  même  manière,  que  si  la  racine  r, 
était  quadruple,  il  faudrait  remplacer  les  termes  qui  s'y 
rapportent  par 

&* x  ( c  -f-  c' x  +  c"  x-  -f-  c'"  x3 ), 

expression  qui  renferme  quatre  constantes  arbitraires. 

DEUXIÈME    MÉTHODE. 

587.  Lemme.  zi  et  v  étant  des  fonctions  de  x,  si  l'on 
cherche  les  différentielles  successives  de  w,  on  arrive 
par  induction  à  la  formule 

d*  (ia>)  ss  rçrf"  p  +  m2n r/""1  P  -f-  U  ^  ".""""  ''  r/2  ««r/«~2  p  +  .  .  . 

I  .  2 

-j-  /ici"-1  udv  -j-  pr/"  a, 
ou  à  la  formule  symbolique 

dn.uv  S:  [dit  -f-  d<>):"\ 
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en  remplaçant  dans  le  développement  du  second  membre 
les  exposants  des  puissances  par  des  indices  de  différen- 
tiation,  et  en  admettant  que  d°  u  =  a. 

Pour  faire  voir  que  celte  formule;  est  générale,  il  suffit 
de  montrer  que  si  elle  est  vraie  pour  l'indice  //,  elle  est 
encore  vraie  pour  l'indice  n-\-i  .En effet,  soit  kdpudn~pv 
un  terme  quelconque  du  développement  de  cl",  uv.  On 
aura 

d".  uv  =  V  kdP  udn-i'  v . 
De  là  on  tire 

dn+\  uv  =  V  [AdP+l  udn~P  v  -h  hdP  ud"-i'+l  <•), 

ou,  sous  une  forme  symbolique, 

d'l+  ' .  uv  =  \  hduP dvn~P  ( du  +dv)  —  ( du  -f-  dv )  V  kduP dvn~P . 
Mais,  par  hypothèse, 

V  kduPdvn~P  =z  (du  -{-dvyn  ; 

on  aura  donc 

dn+x.  uv  =  (du  -\-dv)( du  -+-  ^) (n)  =  ( du  +  ^(' )("+' } • 

Ce  qu'il  fallait  démontrer.  On  démontrerait  de  la  même 
manière  la  formule  plus  générale 

dn.(uv.  .  .  z)=  (du  -f-  dv  -t-.  .  .-f-r/z)("). 
588.   Autrement.  Le  coefficient  A  dans  l'équation 
(  i  )  dn.  uv  =z  V  A^  B</«  c 

est  un  nombre  indépendant  de  la  nature  des  fonctions  u 
et  v.  Soit  alors  u  =  eflar,  r  =  cbx,  on  aura 

et  l'équation  (i)  devient 

(a  -+-  6  )"  d.v"  z=  V  Xy^  bid#P+i, 


giUKANTE-SlXIEME    LEÇON.  1  OO, 

et,  puisque  j)  -\-  q  =  n, 

{«  +  b)"—  V  kai>b"-P. 

Ainsi  les  coefficients  de  dn .uv  ne  sont  autre  chose  que  les 
coefficients  de  la  n'è""'  puissance  d'un  binôme. 

589.   Revenons  à  l'équation 

d"'y  d'"*1  y  dm~2y  dy 

Il       -4-  -h  P 4  +  Q  -7 — 4  -+-  •••-+-  ï  -r  -r  Ur  =  o. 

v     ;      rfx"  dk"-'         v   dx"1-2  dx  J 

Remplaçons  y  par  uv.  L'équation,  ordonnée  par  rapporl  à 
la  fonction  u  et  à  ses  dérivées,  deviendra 

idmi>  dm~i9  d'"--v  do  \ 

- h  P \-Q  -r— -  +  ...  +  T  t+Up    « 

il        rfw-'Vf       ,  .      ^/"«-2p        ,  ,   ^rf"-»*  "]du. 

+•-    '»  1 h('«  — 0P-; h  ('" — 2)0- h.  .    H-Tr>     — 

1  [_      r/x'"-1       v  J     dxn~2       K  J^dx"l->  \ttx 

1    r  //'"-'c     .         w         x„^m~'«  ,  ~W2" 

1 m  un —  1) \-{m  —  \)(m  —  2JP-- K..-hi.2Î5<>    - — 

1.2  [      V  'dx—*X  ■  *     dx"1-"  \dx' 


=  0 


1  d'n  u 

H \m  (m  —  1  )  ( m  —  2  ) .  .  .  2  .  1  .  v  1  - — 

\.i...ml      K  ' v  '  J  dxm 

ou  bien 

,   .       ■  „  du    .    V2    d2u  Vm  dmu 

2       V0«  +  V,  —  4-— -  —  4-...  H 5 T^=°> 

dx        I  .  2  <7.r-  1 .  a.  3 ...  m  dx"1 

en  posant 

r/"V  d""]i>  dm~2v  </e 

V.  =  3 h  P- hQ -+...-+-T  -+Uc, 

r/x"»  r/x'"-1  dx'"-2  dx 

dx'"-'  }      dxm~7        x  J       dxm~z 

d"'--  d                                              d'"-"  v 
V2  =  m  (  m  —  1  ) h  (  m  —  1  )  (  m  —  2  )  P -  -f- .  .  .  -M  .  2  S  <•, 
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Le  développement  (y.)  est  analogue  à  celui  (l'une  fonc- 
tion de  X  dans  laquelle  on  remplace  x  par  ,r  +  //;  car 
on  voit  que  les  polynômes  V0,  Vn  V,,...,  Y„,  se  déduisent 
du  polynôme 

,,*  +  P(y»-i  +  .  ,  ,  4_  x„  _+_  u? 

et  de  ses  dérivées,  en  remplaçant  r"1,  vm~\.  .  .,  r,  m0  par 
d'"v     dm-y  v  dv 


i   — -•>'*••>    -7-5   v. 


d.r'n      dxm-[  dx 

590.  Maintenant,  si  l'on  pose  v  =  erx,  et  que  l'on 
supprime  le  facteur  commun  c'r,  l'équation  (2)  prendra 
la  forme 

,.,  »  •./  /   ,  pte        ^/,  /   ^  d7  u  dm  11 

(3)    /(,)«+/'W^ +/"(,)  —  +  ...  +  _  =  „, 

y(r)  désignant,  comme  plus  haut,  le  polynôme 
r*  +  pr<*->  _|_  q  ,-«-2  _+_  ,  #  .  _|_  T  r  +  u. 

De  là  résultent  les  conséquences  suivantes  : 
i°  Si  i\  est  racine  simple  de  l'équation 

on  satisfera  à  l'équation  (3)  en  faisant 

r  =  r, ,      K  s=  c, , 

c  désignant  une  constante,  d'où  y  =  ct  e''x. 

Donc,  si  toutes  les  racines  sont  inégales,  on  aura  m  in- 
tégrales particulières  contenant  chacune  une  constante 
arbitraire  et  dont  la  somme  formera  l'intégrale  générale. 

20  Si  /'1  est  une  racine  double,  f(t\),  f  (i\)  seront 
nulles  et  Ton  satisfera  à  l'équation  (3)  en  posant 


d'à 


o, 


'  "'"        dx- 
d'où  m  — c-j-c'x,      y  =  eriX  (c-\-crx). 

3°  Si  i\  est  racine  triple,  f  (r^,  f'(i\),  f"('!i)  seront 
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nulles  et  l'on  satisfera  à  l'équation  en  faisant 

cP  a  _  _ 

d'où  u  —  c  -\-  c'  x  -\-  c" xl, 

y  —  t'''' x  (  c  -j-  c'  x  -f-  c1'  x"2  ) , 

et  ainsi  de  suite. 

TROISIÈME    MÉTHODE. 

591.  En  substituant  erx  a  y  dans  le  premier  membre 
de  F  équation 

on  a  identiquement 

Différent!  an  t  par  rapport  à  /*,  on  aura 

([m    çrx  .g  tl'"~~i    Crx  V 

et 

; h  P ; H  ...  4-  Verxx2 

(3)         /       rfs"  dx'"-1 

(  ^^[fW  +  ^/'W+i'/tr)], 

et  ainsi  de  suite. 

L'équation  (i)  montre  que  l'on  satisfera  à  l'équation 
différentielle  en  posant  y  =  e'»x,  /^  étant  une  des  racines 
de  l'équation  f  (r)  =  o. 

Si  i\  est  racine  double,  on  a  f  (i\)  =  o,  et  la  rela- 
tion (2)  montre  que  l'on  peut  prendre  j'  =  c'^x x,  ce  qui 
avec  er»x  fait  deux  solutions. 

Si  fj  est  racine  triple,  outre  les  deux  solutions  dis- 
tinctes déjà  obtenues,  on  déduira  de  l'équation  (3)  la  so- 
lution r  =  er'ra:%  et  ainsi  de  suite. 
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Ainsi  à  chaque  racine  multiple  correspondra  un  nombre 

de  solutions  égal  à  son  degré  de  multiplicité.  En  niuhi 
pliant  toutes  ces  solutions  par  des  constantes  et  les  ajou- 
tant, on  aura  donc  l'intégrale  générale, 

EXERCICES. 

Solution. 

„     _  „  '177  . ,       .       1  T.  _,  1  T.  . ,       .    .  J  T. 

y=  Cf  +C.cos —  .r-f-Usin- —  .r-f-G.cos  — x4-(,sin  — x-\-.„ 
^  '         //  -         ii  n  n 

Solution  .     y  —  C  -f-  G,  .r  +  C,  .r2  -b ...-{-  C„  _ ,  ,r"_  ' . 
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QUARANTE-SEPTIEME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DE  L'ÉQUATION  LINÉAIRE  COMPLÈTE. 

Réduction  de  l'équation  complète  à  l'équation  privée  de  second  membre. 

—  Cas  où  les  coefficients  du  premier  membre  sont  constants.  —  Abais- 
sement de  l'équation  linéaire  quand  on  connaît  un  certain  nombre 
d'intégrales  de  l'équation  privée  de  second  membre.  —  Autre  méthode. 

—  Équations  linéaires  que  l'on  sait  intégrer.  —  Propriétés  de  l'équa- 
tion du  second  ordre. 

RÉDUCTION     DE     l'ÉQUATION     COMPLETE    A    l' ÉQUATION 
PRIVÉE    DE    SECOND     MEMBUE. 

592.  Soit 

dmy  d'"-y  y  dy 

1    '  dxm  d.v'"-[  dx  J  v     ' 

Posons 

=   |      zdoc , 


(0  .''=  /    * 

Jo 


z  étant  une  fonction  de  x  et  de  a  tellement  choisie,  que 

dz     d2z  d'"~2z 

z,  —•>  -!—>•••>  -, soient  nulles  pour  a  =  x  et  que 

dx     dx2  dx"l~-  L  * 

Ton  ait  pour  cette  même  valeur 

i— -  =  F(*V: 

dx'"-1  v    ; 

Ces  conditions  étant  remplies,  on  aura 

<>y      f*Jz  . 

«^0 

zx  désignant  la  valeur  que  prend  z  lorsque  a=x;  mais, 
par  hypothèse,  cette  substitution  annule  z  ;  donc 

(2)  à=i  dxd«'> 

d> y  _  Ç 

«/O 


•r'O 

on  aura  ensuite     -~-  =  I       -—  dx  -h 


d.r1  \  dx 

mais   (  — -  )  =0)  par   conséquent   l'équation   précédente 
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deviendra 

on  trouve  de  la  même  manière 

d'"  Y  C      d'"z 

(  d=Jo  5=*«+*w 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée,  on  a 
/**  /<**.*        „  d"-'z  dz  \ 

et  il  suffît,  pour  que  l'équation  soit  satisfaite,  que  Ton  ait 
,~\  dmz       ^dm~xz  ^dz 

Si,  outre  les  conditions  citées  plus  haut,  z  remplit  cette 

zdc/L  sera  une  intégrale  par- 
o 

ticulière;  en  la  désignant  par  u  et  posant^  r=  u  -f-  r,  l'é- 
quation (I)  deviendra 

dmu  dm~xu  tt  \~t    ~\       dmv 

Or  la   première  partie    est  nulle    par  hypothèse;  donc 
F  équation  se  réduit  à 

,     x  dmi>        ndm~{v  mdu 

II  -f-p- -+...-fT-  +  Up  =  o. 

v     '  dxm  dxm~x  dx 

Et  si  l'on  peut  intégrer  généralement  cette  équation,  u  -f-  p 
sera  l'intégrale  de  l'équation  (I). 

CAS    0X3    LES    COEFFICIENTS    DE    INÉQUATION    (II)     SONT 

CONSTANTS. 

593.  Quand  on  connaîtra  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (II),  en  y  remplaçant  x  par  x —  a,  on  pourra  pro- 
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iitcrde  rindétenmination  des  constantes  arbi  Lianes  qu'elle 
renferme  pour  remplir  les  conditions  indiquées  plus  haut. 
C'est  ce  qui  arrive  lorsque  les  coefficients  P,  Q,...,  T,  U 
sont  constants. 

En  effet,  rf1  /'2,  r*,...,  rm  étant  les  racines  de  l'é- 
quation 

(i)  /('')  =  '■"'  4-  P  /•'"-'  +  •  •  .  +  Tr+U  =  o, 

on  pourra  écrire 

et  pour  satisfaire  aux  conditions  indiquées  plus  haut,  il 
faudra  poser 

C,  -4-  C2  H-  .  .  .-t-Cm~  o, 

C,  fi  H-  Cï/-2  H- .  . .  +  Cm/v„  =  o , 

C,r*-h  C2/\-f-. .  .-f-Cm/^=  o, 


/^        «1—2  .-,        Ml— 3  .       ,,  m— 2 

W(       +C2r2       +...-f-Cmr/t      —  o, 

c,/-1  +  c2r';--'+. . .  +  c/T1  =  F  (.*)• 

En  opérant  comme  au  n°  5852,  on  trouvera 


r  _  FW         r   _  *(«)  _   F  (a) 

y  (^iJ  y  ('2)  /  ('Vnj 

et,  par  conséquent, 


On  aura  donc    I     Wa,  ou 


^a'/>(x-«)F(a) 


w  <     1     /'('•■)   •rf*+J0  ^7^"; 

f»3y"(*-«'Ff/g) 
8 


r/y.. 
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Mais  on  n'a  ainsi  ([u'unc  valeur  particulière  à  laquelle 
il  faut  ajouter  l'intégrale  générale  de  I  équation 

d'"v  dm-[v 

daf1  dx' 

laquelle  es( 


fiv 


-+...  +  T-  H-U«-  =  o, 
dx 


Ci,,  c2, .  .  . ,  c,n  désignant  des  constantes  arbitraires.  Ajou- 
tons cette  valeur  au  deuxième  membre  de  l'équation  (2) 
et  observons  que 


j; 


/'('.) 


peut  s  écrire 


'''^U/'W-H  j     c^r*KY(x)da 


ou,  en  remplaçant  clj' (j\)  par  ct1 


e-r**V(a)d* 


/'('•.) 


on  aura 


donc 


X  = 


e>  O 


c-'>vF{y.)dy. 


/'(*) 


(3) 


6'  m 


4- 


U+/      6-""^F(a),/J 


/'('«) 


Ainsi,  dans  le  cas  des  coefficients  constants,  l'intégrale 
de  l'équation  (I)  s'obtient  par  des  quadraturrs. 
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CAS    OU    L'ON    CONNAIT    UN    CERTAIN     NOMBRE     DINTÉCRALES 
DE    LÉQUATION    PRIVÉE    DU    SECOND    MEMBRE. 

594.    Si    Ton    connaît  m  intégrales    particulières   de 
l'équation 

ri'"  y  dm~ '  Y  dm~~- Y  dv 

(II)     ^  +  P^_l_HQri--_4_1-...+T^-  +  Ur  =  o, 
v      ;      dxm  dx"—1         v  dx"—2  dx  J 


on  aura 


y  ===  C,  j,  H-  C2 y,  -h  •  •  •  -h  Cm  jm, 


Cj,  C2,.  .  .,  Cm  étant  des  constantes  arbitraires.  Or  on 
peut  supposer  que  cette  expression  satisfasse  à  l'équation 

dm  Y  d"—1  y  dy 

y   '  dx»  dxm~l  dx  J  ' 

en  regardant  Cl5  C2,.  •  .  «  Cm  non  plus  comme  des  con- 
stantes, mais  comme  des  fonctions  inconnues  de  .r,  qui 
n'ayant  à  remplir  qu'une  seule  condition,  savoir  que  la 
valeur  de  >  satisfasse  à  l'équation  (I),  peuvent  être  liée* 
entre  elles  par  m  —  i  relations  tout  à  fait  arbitraires.  On 
choisit  ces  relations  de  manière  que  la  détermination  des 
fonctions  Cl5  C2,...,  C,n  n'exige  que  de  simples  qua- 
dratures. 


On 


dy  _  r  d*1  _i_  r  dy'2    .  .   r   dy"> 

dx  dx  dx  dx 

dCi  dC2  dC„ 


dx  dx  dx 


Posons 


dC{  dC2  dCm 

Alors  on  aura  simplement     , 

dy  _  r   &*        r   d^  r    d*m 

T  —  ^'  ~r~  ~t~  ^?  ~r~  H-  •  •  •  -r  y^m  —r~  » 
r/x  eu;  rf.r  rAr 
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(I  y 
et  celle  expression  de    ;-  est  Ja  même  nue  dans  le  cas  où 

L  f/.r  " 

Cl5  C,,. . .,  C,n  sont  des  constantes. 
On  aura  de  même 

d2y  _c  <l7r>  ,x  *W_.         r  **u 

—  v^i  — t~. : — r  t.2  — — — h  •  •  •  -t-  t.„ 


dx1  dx2  '  dx-  dx  - 

en  posant 

clyl  dCt        éy%  <7C2  dym  dCm 

1  2  1  — -f-  — — (—  .  .  .  —i—  -— —  o  ■ 

dx     dx  dx    dx  dx     dx 

puis 

d\r  =_  c  fJ_Vj     c  ^r*  _j_      _l.  c  d?ym , 

dxz  dx?  dx*  ax 

en  posant 

dx"1     dx  dx2     dx  dx2     dx 

On  continuera  ainsi  à  former  les  dérivées  de  j    jusqu'à 

— inclusivement,  en  égalant  toujours  à  zéro  la  somme 

des  termes  qui  renferment  les  différentielles  de  Cl5  C2....; 
Clti.  Enfin  on  aura 

dm  y  d'"yx  dmy\  d'"ym 


r/*"'  if^»  &**  ^m 

r/m-'r,  rfC,        d'"-\y2  dC2  _^_  f/'"-'rra  ^Cw 

dxm~l    ~dx  dx"1''    ~dx         "  ~dxn'-1      dx  ' 

dy  d'"  ) 

On  a,  en  substituant  ces  valeurs  de  r,  —  >"'5    ~r~ 

J     dx  dx"1 

l'équation  (ï)  : 

(dmyx  dm-ir, 

+  S^  +  p-^-+-"+u'V  \=v. 


/'/'"-' j,  dCy        d'"-ly2  dC,  dm~lym  dCm 

dx'"-1   ~dx         dx"-1   ~dx        '  '  '         dx"1''     dx    j 
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Or  les  polynômes  qui  multiplient  C1?  C2,...,  Cm,  sont  nul., 
par  hypothèse  :  l'équation  précédente  se  réduit  donc  à 

*"*'        dx'"-'     dx  dx'"-1     dx         '"  dx'"-1     d.x 

Un  a  ainsi,   pour  déterminer  — —  >  — —  »•••>  -; — 5  les  .Trc 

équations  (1),  (2),-  •  -,   ('"-)■   Supposons  ([n'en  les  résol- 
vant on  ait  trouvé 

dCt dC2 dCnt  _ 

-—  —  A,,      —j—  —  _\2,  .  .  .  ,       — —  —  Xm  : 
dx  dx  dx 

on  aura    d  =:  c,  4-  I   X,<7x,     C,  =s  c2  4-  l  X2r/.r,..., 

et,  par  suite, 

y  =  U  +    |    X,  r/x-  j  j,  -I-  U,  +    /   Xa  r/.r  j  y2  4- 

595.  Si  P,  Q, .  .  . ,  T,  U  sont  des  constantes,  on  peut 
prendre  jr,  =  er'-%  j2  =  e'^,...,  jm-  =  er-r-,  rM  r2,...,  /m 
étant  les  racines  de  l'équation 

/(/•)  =  r"  -h  T  /■'"--  '  +  Qrm~-  -f- .  .  .  4-  IV  -h  U  =  o. 
Dès  lors  les  équations  (1),  (2),.  .  . ,  (m)  deviennent 
dC{  dC,  dCm 

r,  •*•  •—:  -f-  ra  ***  — :  4- .  .  .  4-  rm  r.-  -^  ss  o, 


1  dx  2  dx  m  dx 

Par  la  méthode  d'élimination  déjà  employée  (582,593). 

r/C,  V 

on  aura  «r*x 


dx       /'(*-,) 

Ci -h  f  Yc~'^dx 


d'où  c'  =      /'(,) 


120  COURS    D ANALYSK. 

On  aurait  de  môme  Ci,  C»v  .  .,  C,„,  et,  par  suite, 

(  c,  4-   /   V  r'~r'  *  dx  \  er< x  c,+   JV  e-'» *  f/jr  )  cr' x 

ce  qui  est  au  fond  la  formule  (3)  du  n°  593. 

596.  Exemple  : 

dx7  J 

Ici  m  =  2,  r,  =  n,  7*2  =  —  «.  L'intégrale  générale  sera 
donc 

y  =  e"x  l  c,  H-  —    /    y  e~nx(iv \  -f-  e~nx  \  c, —    /  Yenxdx  )  • 

597.  Si  Ton  connaît  seulement  m  —  i  intégrales  par- 
ticulières de  l'équation  (II),  il  sera  possible  de  ramener 
l'intégra  lion  de  l'équation  (I)  à  celle  d'une  équation  li- 
néaire et  du  premier  ordre. 

En  effet,  supposons,  pour  simplifier,  que  l'on  ait  à 
intégrer  l'équation  du  quatrième  ordre 

M  &**&•**&  +  *£+*-*. 

et  que  l'on  connaisse  trois  intégrales^,  y*,  y3  de  l'équa- 
tion privée  de  second  membre 

,     x  d*  y        _  d3  r       „  d2y       m  dy 

On  représentera  encore  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (I)  par 

j—  C,  j,  -f  C2  j2  +  Cf>», 

CA,  C2,  C3  étant  trois  fonctions  de  x  qui,  n'ayant  à  rem- 
plir qu'une  condition,  peuvent  être  assujetties  à  vérifier 
deux  relations  arbitraires. 

Si  nous  prenons  ces  relations  de  telle  sorte  que  les 

d'Y  (i     Y 

expressions  de  -y-  et  de  -r-y  soient  les  mêmes  que  si  Cl5 
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C|  et  C3  étaient  des  constantes,  nous  aurons 

é  =  c  *lî  +  c  —  +  c  es» 

dx2  dx2  dx2  dx3 

d'y  d*yx  d'y,  dC{ 

dx*  dx3  dx"-     dx 

dx*  dx*  dx      dx3  dx2     dx2 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (I),  et  sup- 
primant les  termes  qui  se  détruisent  par  hypothèse,  nous 
aurons 

et  il  faudra  joindre  à  cette  équation  les  deux  suivantes  : 
.    .  f/C|  dd  dC3 

,  o  i  rfCj  jfo       ^Cj  ^2      ^Cj  4r3 

r/.r    r/x         dx    dx  dx    dx 

De  ces  deux  équations,  on  tirera  pour  -—2  et  - — -  des 

1  dx  dx 

valeurs  de  la  forme 


dx  '  dx  dx  dx 


Si  on  les  porte  dans  l'équation  (i),  on  obtiendra,  en  po- 

sant  — ~  =  z.  une  équation  linéaire  de  la  forme 

dx  L 

dz 

—  •\-pz-q-. 

dx 

on  aura  ensuite         C,  =  c,  -+-  I  zdx, 

C3  =  c7  -f-   l    Xizdxy      C3  =  c3  -f-   I    %3zdx. 
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La  valeur  de  t  cou  louant  déjà  une  <  onstante  arbitraire. 
la  valeur  (Je  y  en  contiendra  quatre.  Ce  sera  donc  l'inté- 
grale générale. 

598.  Si  Ton  ne  connaissait  que  m  —  i  intégrales  parti- 
culières de  l'équation  (II),  on  serait  ramené  à  l'intégra- 
tion d'une  équation  linéaire  du  second  ordre.  En  elîet, 
soient  yx  et  y*>  les  intégrales  connues  de  l'équation  (II) 
supposée  du  quatrième  ordre,  et  représentons  par 

y  =  C,  jri  H-  C*y? 
l'intégrale  cherchée;  comme  on  ne  peut  établir  entre  C, 

et  Ca  qu'une  seule  relation  arbitraire,  exprimons  ([ue  — 

a  îa  même  forme  que  si  d  et  C2  étaient  des  constantes. 

Les  fonctions  Ci  et  C2  seront  déterminées  par  les  équa- 
tions 
.    v  dCt  dC-, 

(a)      çd'c'  |  EdlK>  il"*  il^|,„=T, 

dx%  dx2  dx  d.3? 

G,  H,.  .  .,  étant  des  fonctions  de  x.  De  la  première  on 

déduira  — — -  =  X9  -~t  et  substituant  dans  la  seconde,  on 
dx  "  dx 

aura  une  équation  où  Cj  n'entrera  que  par  ses  dérivées 

r/C,     d-C,    dzd     A1  dC{  , 

5  — — î  — — •  Alors  en  posant  —=—  =  z.  cette  équation 

dx       dx2       dx3  l  dx  l 

prendra  la  forme 

d2z  dz 

dx2        l    dx         l 

Cette  équation  étant  intégrée,  on  aura  CA  —  c^ -f-  /  zdx. 

et  ensuite  C2  —  c2  -j-  I  l^^zdx.  Comme  z  renferme  deux 

constantes  arbitraires,  on  voit  bien  que  C^'i  H-  C2^2  en 
contiendra  quatre. 

599.  En  général,  H  Von  connaît  n  intégrales  dis- 
tinctes de  V équation  linéaire  privée  de  second  membre, 
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on  pourra  ramener  l'équation  complète  à  une  équation 
linéaire  du  (m —  n)'è",e  ordre. 

La  démonstration  de  ce  théorème  général  est  suffisam- 
ment indiquée  par  ce  qui  précède  :  c'est  pourquoi  nous 
nous  bornerons  à  examiner  le  cas  particulier  où  l'on  ne 
connaît  qu'une  seule  intégrale  yx  de  l'équation  (II).  Nous 
poserons  alors 

et,  en  exprimant  que  c'est  une  solution  de  l'équation  (I), 
nous  aurons 

rf"C,       „  <7"'-'C,  dC{ 

les  nouveaux  coefficients  Pl5.  .  .,  T,  sv  formant  comme 
on  l'a  dit  au  n°  589.  Si  l'on  pose 

</C,  _ 

dx 

celte  équation  se  réduit  à 

,    .  d'"-lu  dm--u 

(2)  -, H- P.  -, \ +  T,«=V, 

v    ;  dxm~'  dx'"-'        '  ' 

équation  différentielle  de  l'ordre  m  —  1.  Ainsi  l'ordre  de 
l'équation  proposée  sera  abaissé  d'une  unité.  L'équa- 
tion (2)  étant  intégrée,  on  aura 

C,  =  ti  -f-    I    udx, 
et,  par  suite,  j  =  <7j|  +  r,  f  udx. 

AUTRE    MÉTHODE. 

(300.  Le  cas  particulier  que  nous  venons  d'examiner 
permet  de  démontrer  le  théorème  général  énoncé  plus 
haut  (599),  et  fournit  une  autre  méthode  pour  abaisser 
Tordre  d'une  équation   linéaire.  Eu  eil'et,  appliquons  le 


? 
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même  procédé  à  l'équation 

Soit  //,  une  solution  de  l'équation 

<-/'"-'  u  dm~*  u 

-nrT  +  p<  -r^rr  -4- . . .  -h  T,  «  =  o. 

dxm~{  dxm~7 

'  u 


d 

En  faisant  z= — - — - 

dx 

z  dépendra  d'une  équation  linéaire  de  l'ordre  m  —  2, 

,    .         dn'-*z  dm~*z  dm-'z 

(?'»    ^^  +  p'^^  +  Q'^«-+--t-S;Z=v' 

et  l'on  aura  u  ==  but  -f-  w,  1   zdx, 

et,  par  suite, 

jr=rtj,4- £y,  I    Ki  <&-+!•  yx  I  uxdx  I  zdx, 
ou  j  =  ary,  -h  by2  -+-  Ç, 

en  faisant  ^2=  Ji   /   «irfr,     Ç=/i  /  «i«/.r  |  z<£r. 
La  fonction  désignée  par  j^2  satisfait  à  l'équation 

car  si  l'on  suppose  V  nulle,  on  peut  prendre  z  =  o,  et 
par  conséquent  £  =  o,  ce  qui  réduit  j'  à  ayt  -f-  hy^  ex- 
pression dontjy2  est  une  valeur  particulière. 

Réciproquement^  on  trouvera  une  fonction  telle  que  ut , 
si  l'on  connaît  une  fonction^,  différente  de  j \9  qui  satis- 
fasse à  l'équation  (3).  Il  suffira,  en  effet,  de  prendre 

dx 

puisque  u  =  — J  se  change  en  ux  si  V=  o,  et  qu'alors 
y%  est  une  valeur  particulière  de  y. 
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L'équation  en  z  étant  de  l'ordre  m —  2,  on  cherchera 
une  valeur  zx  qui  satisfasse  à  l'équation 

dm~2z  d'"-3z 

KH-  cti"'--  dx"~* 


et  l'on  aura  z  =  czK  -f-  z 


\   idx  ,  * 


rfli 


en  faisant  1=  — — — »   d'où 
dx 


>  3  étant  encore  une  solution  particulière  de  l'équation  (3), 
et  ainsi  de  suite. 

On  pourra  donc  abaisser  l'ordre  de  l'équation  (I)  d'au- 
tant d'unités  qu'on  connaîtra  de  solutions  particulières 
de  l'équation  (3),  et  l'intégrale  générale  de  l'équation  (I) 
sera  de  la  forme 

Y  =s  avx  -h  by%  -f- . .  .  +  lym  +  / , 

À  étant  une  solution  quelconque  de  l'équation  (I). 

L'équation  linéaire  n'admet  pas  de  solution  singulière, 
puisque  la  solution  quelconque^  =  X  se  déduit  de  l'inté- 
grale générale  en  faisant  nulles  les  constantes  «,  &,...,  /. 

DE   QUELQUES    CAS    OL     LON    PEUT    IjNTÉGRER    l'ÉQUATION 
LINÉAIRE    A    SECOJND    MEMBRE. 

G01.  Si  dans  l'équation 

,   ,  d"'y  dm~[  y  dv 

v  ;  dx"1  dxm-[  dx  J 

y 
P,  Q,...,  U,  "\  sont  des  constantes,  on  fera  y=.  —  -f-  z,  et 

l'on  aura 

dmz       „d'"-[z  tlz 

f-  P K  .  .-t-T hU2  =  o, 

dx»  d.rf"-1  dx  ' 

équation  que  l'on  sait  intégrer. 

()02.   Les  coefficients   du  premier  membre  de  1  équa- 
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lion  (i)  étant  constants,  si  \  est  une  fonction  entière  de  x, 

Ax"4-  B.r»-'  +...-+-  G. -r.  -+-  II, 
on  posera 

y  —  axH  +  &.z"_l  -f- .  .  .  -f-  gx  -f-  h  =  u , 

et  l'on  déterminera  rz,  &,...,  £r,  /i,  en  exprimant  que  cette 
valeur  satisfait  à  l'équation  proposée,  ce  qui  formera  au- 
tant d'équations  qu'il  y  a  d'inconnues.  Une  première  in- 
tégrale étant  obtenue,  on  posera  y  =  u-\-v,  et  v  ne  dé- 
pendra que  d'une  équation  linéaire  à  coefficients  constants 
et  privée  de  second  membre. 

603.  Si 

V  =  A  cos  nx  -+-  B  sin  nx , 

A  et  B  étant  des  constantes,  ainsi  que  les  coefficients  du 
premier  membre  de  l'équation  (i),  on  fera 

y  =  a  cos  nx  -f-  b  sin  nx, 

ce  qui  réduit  l'équation  (i)  à 

(a&  -f-  b  H)  cos  nx  -f-  '(<zK  -f-  6  L|)  sin  /?.r  =  A  cos/zx  H*-  B  sin  jlt. 

G,  H,  K,  L  étant  des  fonctions  de  n  et  des  coefficients  de 
l'équation.  Pour  que  l'équation  soit  satisfaite,  il  faudra 
que  l'on  ait 

tfG-+-£H  =  A,      aK-h  bh  =  Bf 

ce  qui  détermine  a  et  b,  à  moins  que  GL  —  HK  ne  soit 
nul.  L'intégrale  générale  sera 

y  ==  a  cos  nx  -f-  b  sin  nx  -\-  z, 
z  étant  l'intégrale  de  l'équation 

d'"z  d"l-lz  ch 

HP h...+  T—+Uz=:0. 

dxm  dx"l~l  dx 

604.  La  méthode  précédente  tombe  en  défaut  lorsque 
GL  —  HK=r  o.  Dans  ce  cas,  l'intégrale  doit  avoir  une 
antre  forme  qu'on  trouve  par  un  artifice  de  calcul  dont 
voici  un  exemple.  Soit 

d'y 

(i)  —  -hjr  =  C0S.r, 
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on  aie  peut  y  satisfaire  en  posant 

y  z=  a  eos  x  -\-  b  sin  x , 

car  on  trouverait 

—  a  cos.r  —  b  sin  x  -+-  a  cos.r  -f-  bs'inx  =  cos  x  , 

ou  o  r=  cos^r, 

équation  qu'il  est  impossible  de  pendre  identique. 
Mais  si  l'on  prend  l'équation  plus  générale 

d-Y 
(2)  — —  -+-  y  =  cosnx, 

(IX1 

en  posaut  y  =  a  cos  nx  H-  b  sin  /j.r,  on  a 

a{\  —  n~)  cos /?.r  -+-  6  (  t  —  b3  )  sin  nx  =  cos  bjt  , 

d  où  a  = ?      b  =  o  , 

i  —  «' 

ce  qui  donne  la  valeur  particulière 

cos  nr 


y~ 


I  IV 


La  valeur  générale  de  >  s^ra  donc  (600) 

cos  nx  . 

y  = h  C  cos  x  -+-  C  sin  x. 

i  —  «2 

Cette  valeur  deviendrait  illusoire  si  l'on  faisait  n  =  i  -, 

mais  on  peut  écrire,  en  posant  C  =  C" -■> 


cosnx —  <:os.r  . 

y  = h  C  cos  jc  H-  C  sin  x. 


Faisant   n=i.    le   premier    terme   prend  la   forme   -j 

L  L  o 

je  sin  .£ 
mais  sa  vraie  valeur  est  ;  donc  l'intégrale  générale 


de  l'équation  (i)  est 


x  sin  *  . 

j  = h  C  sin  x  -+-  C  cos  «r. 

2 


128  cou  h  s  d'analyse. 

005.  On  peut  encore  poser  n  =  i  —  Il  et  faire  ensuite 
h  =  o  après  avoir  fait  subir  à  L'intégrale  une  transfor- 
mation convenable.  On  a 

cos(.r  —  hx  ) 


Y 


ou  bien 


<' 


cos  //.r 


Ccos.r  -h  C'sin ./;, 


A  (2 


cos  .r  -f- 


C 


*( 


>in  //.r       I    , 
=-:     sinx. 

2-    AjJ 


En  développant  en  séries  coshx  et  sin  hx,  on  aura 


y 


Aj? :  A*  a:1  H-  . . 


ou  bien,  en  posant  G"  =  G  -f- 


A(2  — A)5 


>' 


4c"-;^T  +  ->os.  +  [c<+^ 


h(i  —  h) 


/l7XZ 


sin 


2(2  —  A  )  '2  —  A       6(2  —  /i 

Si  maintenant  on  fait  h  =  o,  on  retrouvera  encore 
x  sin  x 


] 


si 


7= 


-h  C'sin.r  -f-  C'cos  x. 


60(5.   L'équation 

dmy  d'"-' 


r 


-MJj  =  V 


se  ramène  au  cas  précédent  (603)  quand  on  a 
V  =  A  cos  nx  -f-  B  sin  n  x  -+-  A.'  cos  n'  x  +  B'  sin  n!  x  4-  .  .  .  . 

En  posant  y  =  u  -f-  i*'-f- .  .  . ,  il  suffit  de  satisfaire  sépa- 
rément aux  équations 


dm  u 

dxm 

dmu! 

dx"1 


H-P 
4-P 


d< 


dxnl~l 
dxm~l 


+  ...+  U«=:A  cos  nx  4-  B  sin  nx, 


4- .  .  ,+  U«'  =  A'cos/i'.r-f-  B'sin/î' x. 


607.  On  ne  sait  que  très-rarement  intégrer  une  équa- 
tion linéaire  à  coefficients  variables.  Voici  un  exemple  où 
l'intégration  peut  s'achever. 
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Soit  l'équation 

dm  y  dm~x  y 

P,  Q , , .  . ,  T,  U  étant  des  constantes. 

Posons  JT=  (flJ  +  i)'';  substituons  cette  valeur  dans 
l'équation  et  divisons  les  deux  membres  par  le  facteur 
commun  (ax  -h  &)',  nous  aurons 

|         r[r  —  i)  (r—  ?.)...(/•  —  m-\-i)a'" 

|  +P/-(r—  i).  .  .(/•—  m  +  7.)^-' 4-.  .  .4-U  =  o. 

Cette  équation,  étant  du  degré  m,  donnera  en  général  m 
valeurs  constantes  et  inégales  pour  r;  en  les  désignant 
par  rtl  r2,.  .  . ,  rm,  alors  (ax  +  &)fl,  («.r  -+-  &)r»,  .  .  .  , 
(«.r-f-&)r™  seront  des  solutions  particulières  de  l'équa- 
tion, d'où  l'on  déduira  l'intégrale  générale 

/  =  C,(a.r  H-  b)r*  ■+- C2(ax -\-  b)r°-  -+- .  .  . -+-  Cm(aar4-  &)r*. 

Toutefois  la  forme  de  cette  intégrale  serait  modifiée  si 
quelques-unes  des  racines  étaient  égales  ou  imaginaires. 
Il  faudrait  alors  se  servir  de  procédés  analogues  à  ceux 
que  l'on  a  employés  aux  nos  601  et  605. 

Au  reste,  on  ramènerait  Téquation  (i)  à  une  équation 
linéaire  à  coefficients  constants  en  posant  ax-\-b  =  ee. 

PROPRIÉTÉS    DE   l' ÉQUATION    DU     SECOND    ORDRE. 

608.  Quand  on  connaît  une  intégrale  particulière  ) , 
de  l'équation 

<7Jr  dr 

les  procédés  des  nos  597  à  600  permettent  de  l'abaisser  au 
premier  ordre,  et,  par  suite,  de  l'intégrer  complètement. 
On  peut  encore  opérer  de  la  manière  suivante. 

II .    5e  édition .  o 
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On  a  identiquement 
Eliminant  Q  entre  les  équations  (i)  et  (a),  il  vient 
et  si  l'on  pose 

^s^-a*-1'  dou  *2*    ■■r"3Fs=r3Cf 

l'équation  (3)  devient 

(4)  ^  +  p"  =  °> 

d'où  n~  Ce-fpd'. 

On  aura  donc 

,    y        CeS*d*dx 
ou  d.  —  = , 

Ji  Ji 

et  enfin 

(6)  r^C'j.-f-Cj.J    —  _  . 

609.  L'équation  (5)  fait  connaître  plusieurs  propriétés 
de  l'équation 

d2  y  dy 

c>  £+?£;+&=* 

La  constante  C  n'étant  pas  nulle,  en  général,  suppo- 
sons C  ^>  o  :  on  aura 

i  \  dy      r/j'^ 

7  J>  -, —  j-t->°; 

v  d.r  a.r 

par  conséquent  la  fonction  y  et  sa  dérivée  -~  ne  peuvent 
pas  être  nulles  en  même  temps. 

La  même  propriété  appartient  aux  fonctions  yx  et  -y-1  • 
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Deux  valeurs  de  x  qui  annulent  y\  comprennent  une 

valeur  de  x  qui  annule  y.  En  effet,  si  yi  s'annule  pour 
x  =  a  et  pour  x  =  b,  on  a  dans  ces  deux  cas,  d'après 
l'inégalité  (7), 

Y  <T    o. 

J    d.r      ^ 

k  ■'•    *         4f\  i  •  •  i 

Ainsi  y  et  —  sont  de  signes  contraires-,  mais  quand  x 

croît  de  a  à  />,  -y-1  change  de  signe  pour  une  certaine  va- 
leur x  =  ol-,  donc  y  doit  aussi  changer  de  signe  avant 
que  x  devienne  égal  à  b.  Par  conséquent  la  fonction  y 
s'évanouit  par  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b. 

De  même,  entre  deux  valeurs  de  x  qui  annulent  y,  se 
trouve  une  valeur  qui   annule  yt. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  fait  croître  x,  les  deux  fonc- 
tions y  et  V|  s'annuleront  l'une  après  l'autre  alternati- 
vement. C'est  ce  qu'on  peut  vérifier  sur  l'équation 

d>Y 


dx* 

qui  a  pour  intégrale 

y  —  Csin  x  -f-  C'cos  .r. 
EXERCICES. 

•  f!'~  y 

Solution  .  y  =  C  ér*  -h  .zvr r. 


r/./-'  r/.r  •  (1  +.r)2 

Cclx  dr 
Solution.       > ■  =  c2x  / hCe  '-f-C'*"2*. 

3.  -7»H-J  =  cos.r. 

jj  SI  II  37 

Solution.         y  ==  C  sin  .r  -f-  C'cos  .r  -+-  — - - — -  • 


Q' 
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QUARANTE-HUITIÈME  LEÇON. 
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RESOLUTION  DES  ÉQD AïïONS  DIFFÉRENTIELLES  PAR 
LES  SÉRIES; 

Développement  par  la  série  de  Maclaurin.  —  Méthode  des  coefficients 
indéterminés.  —  Autre  forme  de  développement.  —  Intégration  d'une 
équation  différentielle  par  des  intégrales  définies. 


DÉVELOPPEMENT    PAU    LA    SÉRIE    DE    MACLAURIN. 

610.  Etant  donnée  une  équation  entre  y  et  quelques- 
unes  de  ses  dérivées  par  rapport  à  #,  on  peut,  comme  on 
l'a  vu  (550),  développer  y  en  série  procédant  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x  —  a,  et  ce  développement 
contient  ni  constantes  arbitraires  qui  sont  les  valeurs 
de  y  et  de  ses  m —  i  premières  dérivées  pour  x  =  a.  En 
faisant  «  =  o,  on  obtient  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x.  Mais  il  peut  arriver  que 
certaines  dérivées  devenant  infinies  pour  x  =  o,  la  série 
tombe  en  défaut,  à  moins  qu'on  n'attribue  des  valeurs  con- 
venables à  d'autres  dérivées  qui  ne  sont  plus  arbitraires. 
Dans  ce  cas,  la  série  contenant  moins  de  m  constantes 
arbitraires  ne  représente  plus  l'intégrale  générale,  mais 
seulement  une  intégrale  particulière. 

En  voici  un  exemple.  Soit 

d2y   ,     dr  ,    , 

x  — — -  +  2T  +  n2xy  =  o. 
dx2  dx 


En  différentiant  cette  équation  plusieurs  fois,  on  aura 

<73  y        .   d~  Y  dr 

x  ~r-  -h  à  —4  -H  n\T.  -f-  -\-  n\y  =  o, 
dx3  d.T?  dx 

d'y  d3y  d2  y  dy 


x 


-+■  i  — -  -f-  n2x  —^-  -+-  in 


dx'1             dx3                  dx2  dx 

d\ï    ,     ~d*y                 d3y  d2  y 

— h  5  — f-  n2x  — h  o  n  —, — 

aar             dx'                  dx3  dx2 


équation   on   fait  x  =  o,    y  =  b,   —-  =  b' ,   on   trouve 
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La  loi  de  formation  est  évidente.  Or,  si  dans  la  première 

dy 
mon   on   lau  x  =  o ,   y  z=:  o , 

d 2  Y 

-~j  =  oo  ,  à  moins  que  b'  ne  soit  nul.  Il  faut  donc  faire 

—  =  o  pour  x  =  o,  et  alors  les  équations  suivantes  don- 
nent 

d1  y  n2ù         d3  y  d*y         nK  b 

~~dx>~        3~'     7Z^"°'     7te*"==~5~,'"' 
et,  par  conséquent, 

,  /  n2.r2  n*x*  \         ,  sinnx 


1.2.3       i .  2 .  3 . 4  •  5  /  «•*■ 


ou,  en  taisant  -  =  c. 
n 


sin  nx 

y=c 

x 

On  n'obtient  ainsi  qu'une  intégrale  particulière.  Pour 
avoir  l'intégrale  générale,  il  faut  poser 

sin  nx 
y  =  C ? 

X 

C  étant  une  fonction  de  x.  La  recherche  de  cette  fonction 

conduit  à  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  d'où 

l'on  déduit 

C  =  c'  -f-  c"  cot  nx , 
et,  par  suite, 

J 


On  serait  parvenu  tout  d'abord  à  ce  résultat  si  l'on  avait 
développé  y  suivant  les  puissances  de  x  —  a,  en  se  don- 
nant les  valeurs  de  y  et  de  — -  pour  x  =  a. 

dx  L 
MÉTHODE    DES    COEFFICIENTS    INDÉTERMINÉS. 

till .  On  peut  encore  employer  la  méthode  des  coelli- 
cienls  indéterminés  pour  développer  en  série  l'intégrale 
d'une  équation  dillérenlielle,  On  obtient  souvent  par  ce 
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moyen  des  développement!  (jui  renferment  des  puis- 
sances négatives  de  x,  ce  que  ne  peut  donner  la  série  de 
Maclaurin. 

Reprenons  l'équation  précédente  sous  la  forme 

(0  — +  -T  +  «2j-o. 

Cl. T.1  X   (IX 

Supposons  que  l'intégrale  soit 

(i)  y—  A.ra  +B.^+Cx/  +  ..., 

a,  ê,  y, .  .  .  étant  des  nombres  croissants  :  on  aura 


<7.r 

^2J 


=  a(a  —  [)A^a_3H-g(S  -l)Bx' 


<tf.r2 

et,  après  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation 
proposée, 

(        A  a  (a  -+-i)xK-2H-  A/z2.ra  4- Bê  (ê -f- i)*6-^ 
(3)      j 

(  +B«2.rê4-  Cv(7  +  i)x'/'_2-f-  C**x>  -h.  .  .=  o. 

Pour  que  cette  équation  soit  identique,  il  faut  que  les 
coefficients  des  différentes  puissances  de  x  soient  nuls 
séparément.  Or  puisque  a,  ê,  y,...  sont  des  nombres 
croissants,  a  —  2  est  le  plus  petit  exposant  de  x  dans 
l'équation  (3).  On  doit  donc  avoir 

Aa(a  +  i)  =  0, 

et,  comme  A  ne  peut  pas  être  nul,  il  faut  que  l'on  ait 

a  —  o  ,      OU      a  =  —  1 . 

Prenons  d'abord  a  =  —  1 .  Les  deux  plus  petits  exposants 
qui  viennent  ensuite  sont  a  et  ê  —  2.  Ils  peuvent  être  égaux 

ou  inégaux  :  s'ils  sont  inégaux,  le  terme  Bo  (6  -J-  1)  x°~ 2 
ne  pouvant  se  réduire  avec  un  autre  devra  être  nul  de 
lui-même,  ce  qui  donnera  ê  =  o  ou  ê  =  —  1 .  Mais  on 
ne  peut  supposer  6  — —  1,  puisqu'on  a  déjà  a  = —  1  et 
que  a  est  supposé  moindre  que  S  :  donc  0  =  0.  Parmi  les 
exposants  qui  suivent,  les  plus  petits  sont  y.  et  y — -  2  ; 
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nous  devons  les  supposer  égaux,  car  le  terme  A«2xa  doit 
se  réduire  avec  un  autre,  puisque  A  ne  peut  être  nul.  De 

là  résulte 

7  =  1,     A  Ai2  4-  C7  (7  H-  1)  =  o. 

On  trouvera  de  même 

*  =  2,     B«2  +  D^((î  +  i)=o, 
e  =  3,      C/i'  +  Ee(e  +  i)=o, 

et  ainsi  de  suite  5  on  en  conclut 

An"-  _  Bn> 

C  = ,         D  = -, 

1.2  i.i.ô 

An*  j,  B/z1 


1.2.3.4  1.2.3.45 

Par  conséquent, 

/  1         n2x  n*  xJ 

y  =  A h 


B 


X  1.2  1.2.3.4 


3       1.2.3.4.5 
A  cos  nx        B  sin  nx 


ou  j  =: 


nx 


U-  A  B  / 

ou  bien,  en  posant  A  =  c,  -  =  c  , 

c  cos  «jc  -f-  c'  sin  //.r 
x 

612.  Si  au  lieu  de  supposer  6  —  2  différent  de  a,  on  fait 
6 — 2  =  a  =  —  1,     d'où     6  =  1, 

le  terme  C 7  (y -h  1)  x7-3  n'étant  pas  nul,  puisqu'on  a 
y^>ê^>i,  doit  être  détruit  par  Brc2.rê.  On  a  donc 
y  —  2  =  6  \  on  aura  de  même  0  —  2  =  y,  e  —  2  =  $,  etc. 
Par  conséquent, 

g  si,     7  =  3,     *  =  $,..., 
et  ensuite 

A//2        ,           An*  An6 

B  — ,      C  =  7T—,  •>      D  = 


1.2  i .2.3.4  1  .•»...  .6 
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Il  en  résulte 

,   /  1         n'x  //''  xl  \        Acosn.r 

y  —  A 1 5-7  —  .  .  .      =  : 

\x  1.2  12.3.4  /  x 

mais  on  n'obtient   ainsi  qu'une   intégrale   particulière. 
L'hypothèse  a  =  o  conduit  aussi  à  une  intégrale  par- 
ticulière 

A'  sin  nx 

En  ajoutant  ces  deux  intégrales  particulières,  on  re- 
trouve l'intégrale  générale. 

Au  reste,  il  suffit  de  faire  xj  =  u  pour  ramener  l'équa- 
tion (1)  à  la  suivante  : 

que  l'on  sait  intégrer. 

AUTRE    FORME    DE    DÉVELOPPEMENT. 

613.   L'équation  linéaire  du  second  ordre 

peut  toujours  se  ramener  à  une  équation  à  deux  termes. 
En  effet,  posons^  =  uz.  L'équation  proposée  deviendra 

s       d2z        (du       „    \  dz  fd'u  du  \ 

<2>  "^  +  (2s+p")^H-H^+P^+Q")=0- 

Déterminons  u  par  la  condition 

du       ^ 

(3)  2_  +  Ph  =  0, 

di      -  2J 

ou  ttzss  c  : 

cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation  (2),  on  aura 

.  , .  d 2  z 

(4)  ^-a*. 

R  étant  une  fonction  connue  de  ce, 
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11  j  ,      dz 

614.  Désignons  par  A  et  B  les  valeurs  de  z  et  de  —, 

correspondant  à  une  valeur  arbitraire  x  =  a.  iNous  au- 
rons, en  intégrant  deux  fois  de  suite,  entre  les  limites  a 
et  .r,  les  deux  membres  de  l'équation  (4)- 

/  r*  x 

_  =B-h   /       Rzdx, 

dx  Ja 

Jr»  x  x»  ■«' 

r/.r  /       Rzdxf 
a  Ja 

ou  bien,  en  posant  t  =  A  -+-  B  [x  —  «), 

Jr*  x  r*  x 

I     r/x  i      Rs<£r. 

Si  dans  le  second  membre  de  cette  équation  on  rem- 
place z  par  la  valeur  que  donne  cette  même  équation, 
on  aura 

/>  .«•  /i  X 

l  z  =  t  -f-    I      ^r    I       Rfc&c 

(6) 

v      '  /»  a.1  /*  x  r*  x  n  x 

I  -h    l      dx   I       Rdx   j      <t/jc    /       Rz<Y.r 

et  en  remplaçant  encore  -z  par  la  valeur  (5), 

in  x  n  x  n  x  f*  x  /•  x  r*  x 

z—t+l      dx  j      Rtdx-{-    I      dx  j       Rd.r   j      dx   j       Rtd.i 
Ja  Ja  Ja  J  a  J  a  J  a 

r*  x  r»  x  n  x  r»  x  n  x  r*  x 

-h    I      dx  j       Rdx   j      dx   j       Rdx   j      dx   I       Rzd.r. 
Ja  Ja  Ja  Ja  Ja  Ja 

615.  Encontinuantainsi,  on  obtient  une  suite  indéfinie 

Xx  nx 

dx    j      Rtdr  4-  •  •  . 
Ja 

dont  chaque  terme,  à  l'exception  du  dernier,  se  déduit  du 
précédent  en  le  multipliant  par  R^x2,  et  en  intégrant 
par  rapport  à  x  deux  fois  entre  les  limites  a  et  x.  Le 
dernier  terme  se  forme  d'après  une  loi  analogue,  mais  il 
contient  toujours  la  fonction  inconnue  z.  Cependant  le 
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développement  (8)  pourra  servir  au  calcul  de  la  valeur 
approchée  de  z,  si,  à  mesure  que  le  nombre  des  termes 
augmente,  le  dernier  tend  vers  o.  C'est,  en  effet,  ce  qui 
arrive  quand  la  fonction  R  ne  devient  pas  infinie  dans 
l'intervalle  où  l'on  fait  varier  x. 

Pour  le  démontrer,  supposons  que  x  croisse  d'une  ma- 
nière continue  depuis  la  valeur  a  jusqu'à  une  valeur 
quelconque  b.  Soient  M,  p,  C  les  valeurs  maximum  de 
R,  2,  r,  dans  l'intervalle  considéré.  On  aura,  en  valeur 

absolue, 

R<M,     z<>,     *<C, 

le  signe  <^  n'excluant  pas  l'égalité.  Si  l'on  trouve  pour  p 
une  valeur  finie,  il  sera  démontré  que  z  ne  peut  pas 
devenir  infinie  entre  les  limites  a  et  b. 

Or,  en  premier  lieu,  on  a,  dans  cet  intervalle, 

IU<CM, 

Js*  X  S*  X 

'      Rtdx  <  /      CMdx, 
a  Ja 

Jf\X 
Rtdr<CM(x  —  a). 
a 

De  là  on  tire,  en  intégrant  successivement, 


Ja  Ja 


x 
R^/.r<CM 


I  .2 


j  dx   \  Rdx   /  dx   \  R*rf.z<CM2V j-l 

J  a  J  a                 Ja  Ja                                        I  ...  4 

Ç     dx  j      Kdx  j  dx  j  Rdx   \  dx   \  R^x<CM3^~^6, 

Ja              Ja                  Ja  Ja                   Ja  Ja                                            1  .  .  .  O 


et  ainsi  de  suite. 

D'un  autre  côté,  on  a 


Rz<fxM, 
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et,  par  suite, 

R  z  dx  <^  fx  M  (  x  —  a  ) , 


1 


I      dx   j      Rzdx  <  p M  ■ j 

JC* x        p*           r*        rx                        [x ay 
dx   /      Rd.r   /      dx  j      Rs<2ir<fjtlt'2 /> 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  eu  arrêtant  le  développement  de  r. 

à  n  ■+■  i  termes,  le  dernier  sera  moindre  que  u  Lvl" 

D'après  ces  inégalités,  on  déduira  de  l'équation  (8) 


x 


"Y        ™,  (.r—  «)« 


z  <  C  +  CM  v h  CM 

1.2  I.2.O.4 

-4-  CM""1  -i - -h  p-M" L  , 

1 . 2 . . .  2  (  n  —  1  )  1  .  2  ...  2  a/ 

c'est-à-dire,  à  fortiori, 

2  1  .  2  ...  2  « 

car  on  a 

C+CM  (fZ^  +  CM2  ^~~"\  +. •  .  =  -C  U*—)rt+.<*-l*—)**  1. 
1.2  1.2.3.4  2 

~  .  M"  (.r  —  a )'«  [  (x  —  a  )  y/M  "T"  , 

Un  sait  que  — ■ — ou  — - —   peut   devenir 

1 . 2 . . ,  2  n  1.2.  .  .in        L 

moindre  que  toute  quantité  donnée  £  quand  //  est  suffi- 
samment grand.  Donc,  si  on  désigne  par  K  la  plus  grande 

valeur  de  l-  C  [et*—***  -H  c-^~a^M],  quand  j:  variedea  à  b, 

valeur  qui  est  indépendante  de  n,  on  aura 

Cette  inégalité  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  Z>,  on  peut  remplacer  z  par  sa  valent 
maximum  \l  et  l'on  aura 

y.  <K-f-p, 
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d'où 

Ainsi  p.  ne  peut  pas  devenir  infini,  et,  par  suite,  le 

reste  de  la  série  (8),  qui  est  moindre  que  wM- —  i 

x    '     *  '       r         1.2...  .7. n 

tend  vers  o,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

616.   On  arrive  encore  à  la  formule  (8)  (615)  par  la 
méthode  suivante. 
Posons 

u0,  ui9  w2,.  .  .,  étant  des  fonctions  de  x  que  nous  allons 

d2  z 
déterminer.  On  doit  avoir  —  =Rz  ou 

dxl 

d2 u.        d2u,         d2u, 
dx2  dx1  dx% 

Or  on  satisfera  à  cette  équation  en  posant 

d2u0  d2ut  d2u2 

=  o,     -7-T  =  R«o,      -tt  =  Rbu 


dx2 

dt 

dx 


En  supposant  que  l'on  ait  u0  =  A,  -~  =  B  pour  a:  =  a, 


et  que  u19  hs , .  .  . ,  -7-  5  -7-  >••••'  s  annulent  pour  x  —  r/, 
on  tire  de  là 

«0=  A-f-B(x  —  a)  ==  r, 

'      ^/x    /      Rtdx, 

a  *) a 

Jr*  x  px  /»  x  /»  x 

dx   !      R  rfj;    I      r/ a:    /      R  t  dx  , 
rt  »/a  J  a  J a 


On  démontrera  ensuite  la  convergence  de  la  série 

comme  on  la  fait  plus  haut. 

On  traitera  de  la  même  manière  l'équation  -—  —  1U, 
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et  l'on  aura  une  série  où  chaque   terme  s'obtieudra  en 
multipliant  le  précédent  par  liclx"1  et  intégrant  m  fois. 

617.  Comme  application  de  cette  méthode,  considé- 
rons l'équation  du  second  ordre 

i  —=«*"% 

(IX1 

à  laquelle  se  réduit  l'équation  dite  de  Riccati 

(2)  ^+J2=«.rm, 

en  posaait 

i  dz 

z   dx 

Pour  plus  de  simplicité,  supposons  a  —  i,  et  prenons 
toutes  les  intégrales  indiquées  au  numéro  précédent,  entre 
les  limites  o  et  x  :  nous  aurons 

Multipliant   par  x"ldx*  et  intégrant  deux  fois  entre  les 
limites  o  et  x,  il  viendra 

Axm+:  B.z"'+3 

tt,  - 


W+l)(/H  +  2]  (/H  +  2)(/n+3) 

Nous  aurons  de  même  successivement 

"  ( m  4-  i )  (m  4-  i)  (2/H  +  3)  (  2  //i  4-  4) 

Bj2",+5 
^ , 

(  ///  H-  2  )  (  /«  +  3  )  (  2  w  H-  4  )  (  2  /w  +  5  ) 

"  (/m  -f-  1)  (m  4-  2)  (2/w  4-  3)  (im  +  4)  (3  w  4-  5}  (3ffi+(i) 

B«ss,+Î 

_j 

(m  4-  2)  [m  4-  3)  (2  w  4-  4)  (2- '"  +  5)  (3  m  +6)(3/«+  7) 
et  ainsi  de  suite. 


z  —  k 


B 


{ 
l 


\/\'l  coulis    d'analyse. 

Par  conséquent  la  valeur  de  z  ieri 


i-f- 


.>:" 


X 


îm-ht 


(m  H-  i)  (///  4-  2)        (m  4-  i  )  (ni  4-  2)  (2/w  4-  3)  (2  ///  +-  4) 


x 


3//J-+-  G 


(/w  -+-  1  )  ( m  -+-  2)  (2///  +  3)  [im  -h/\)  (6m  4-  5)  (3//i  4-6) 


-  -f 


.7:" 


4- 


,r- 


(///  -h  0.)  [m  -|-3)        (m  4-  2)  (/w  H-  3)  [im  4-  4)  (r^"'  +  5] 


-f- 


.r 


3m-f-7 


(m  4-  2)  (w  -h  3)  [9.  m  ■+-  4)  (2/n  -h  5)  (3m  -h  6)  (3w  4-  7; 
Quand  m  =  o,  cette  formule  se  réduit  à 


z  =  A 


4-  B 


2  2 

qui  est  bien  l'intégrale  de  l'équation 

dH 


AV  +  B'r1 


<7x2 


=3  z. 


INTÉGRATION     d'uNE     ÉQUATION     DIFFÉRENTIELLE    A     l\\IDE 
d'intégrales    DÉFINIES. 

618.   Soit  l'équation 

d2 y        m   dr 

m  et  7*2  désignant  deux  constantes  :  admettons  que  son  in- 
tégrale puisse  être  développée  en  série  convergente  pro- 
cédant suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  et  posons 

y  —  kx*  4-  Bx€  4-  •  .  •  4-  hx}-  4-  Mo:'-'-  4- 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation,  on  aura 

Aa(a  —  l)    xa-24-B6(6  — 1)    .rê-2  +  ...  +  Mp:>-i)    j:<v--24-... 
+  wAa  4-  m  B  6  4-  /w  M  p. 

4-  2/^2A^a-4-  2//2B^ê-}-.  -  .4-2/*2L.r;4-  2h2Mx'x  -{-.  .  . 

Pour  que  cette  équation  soit  identique,  il  faut  d'abord 

que  l'on  ait 

a  [a.  —  I  -f-  m  )  =  O  , 

c'est-à-dire  a  —  o  ou  a  —  1  —  m. 
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Si  Ion  prend  dabord  a  =  o  et  que  Ton  procède  comme 
il  a  été  indiqué  au  n°  611,  on  trouvera  la  série 

y      ==  J±   I     £  _ ,    -J I  . 

i.(wH-i)         i  .2(w  -f-  i)(wi-r-3)  J 

Si  Ion  fait  au  contraire  a=i —  m,  on   aura  par  le 
même  procédé 

^"^"l1"  i.(3-im)  +  i.2.(3-iw)  (5  — «)""■■"]' 

rj  et  j^s  sont  deux  intégrales  particulières  contenant  cha- 
cune une  constante  arbitraire.  Leur  sommejj  -\~y*  sera 
donc  Fintégrale  générale. 

619.  On  peut  remplacer  les  séries  yt  et  j2  par  des 
intégrales  définies.  En  effet,  entre  les  coefficients  L  et  M 
de  deux  termes  consécutifs  dans  la  série  r,,  on  a  la  re- 
lation 

/i2L  ==  M/?(i  —  m  —  %-p\* 

Or,  on  déduit  de  la  formule  (B)  (I,  372)  une  relation 
analogue  entre  deux  intégrales  définies,  savoir  : 

r27Z         .  ip—  i      r27r 

|        COS2''asinm-,ar/a= /        cos'P-'asin'"-'  ada. 

Jo  V  +  "»-'  Jo 

Le  rapport  de  ces  deux  intégrales  est,  à  un  facteur  con- 

,     i  M       .    , 

stant  près,  égal  au  rapport  —  ;    si  donc  on  pose 

cos2/'asinm_1ac?a, 

o 


/»27t 

L  =  A„_,    /        cos,''~aasin'w-"larfa, 

Jo 

on  aura 

M 

A^          ip  —  i                          h- 

L 

kp^y    ip  -\-  m  —  i       p{i  —  m  —  9p  ) 

donc 

h* 

\    —                                A 
{ip—  i)p 
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D'après  cette  formule  et  comme   \0  n'est  Autre  chose 

que  A,  on  aura 

Ai= A,       Aj  = r— 7»»«M       A„  =  A  > 

i . a  i . 2 . 3 . 4  \  .•>....■> i> 

et,  par  conséquent, 

(_  9.//2\/>      /»* 
Mp  =  A  - —    /      cosV  y.  si n"'-  '  a  '/ « , 

et 

ou  bien 

r,  =  A    /     sin",-'arfa  (  i — ZZ— 


Y{  =  y   A /      cos'^asin^-'arfa, 


2/('.r'f()S!a        4^i^4C0Sia 
1.2  1.2.3.4 


Mais  l'expression  entre  parenthèses  égale  cos(//x\/2Cosa)- 
On  a  donc  enfin 

Jrn  - 

cos(/ixy/2cosa)sinm_l  udy.. 
0 

La  seconde  série  se  déduit  de  la  première  en  changeant 
m  en  2  —  m.  On  aura  donc 

riz  __ 

cos{hx\j2cosot)sinl~madx. 

620.   La  valeur  dej^j  devient  illusoire  quand  on  a  m— o 
ou  ra<^o.  En  effet,  si  m  =  o,  l'intégrale 

J/»7T 
cos(/^y/2  cosa)  sinm~'arfa 
o 

est  plus  grande  que 

Jo        a 

A:  désignant  une   quantité   moindre   que  la   plus  petite 
valeur  de  cos(fot:  V^cosa)  quand  a  varie  de  o  à  n.  Or, 


£ 
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da 

a 


=  ce  .  Donc  la  première  intégrale  est  infinie  quand 


/?/=  o,  et  à  plus  forte  raison  quand  on  a  m<^o. 

De  même  la  seconde  intégrale  n'aura  une  valeur  finie 
que  si  2  —  m  est  positif. 

Donc  yt  -\-y%  ne  représentera  l'intégrale  générale  que 
si  m  est  compris  entre  o  et  2.  En  dehors  de  ces  deux 
limites,  l'une  des  deux  formules  tombera  en  défaut,  mais 
l'autre  subsistera  et  servira  à  trouver  l'intégrale  générale 
par  le  procédé  du  n°  608. 

621 .  Examinons  maintenant  quelques  cas  particuliers. 
i°  m  =  o.  L'équation  se  réduit  à 

fi2  Y 

Pour  déduire  son  intégrale  des  formules  précédentes,  ob- 
servons que  la  valeur  de  j'aj  qui  est  encore  admissible,  se 
réduit  à 

j:  =  A'.r     !      cos(//.r^/2COSa)sinar/a 
«/o 

= =   I     cos^hx  y  ?.cosoi)d .[/ijc  y  2  cosa) 

=  C  sin^x  y  2). 
Au  moyen  de  cette  première  intégrale  on  trouvera 

y  =  c  sin  ( hx  \Jt.)  -\-  c' cos  ( hx \j  1  ) . 

20  m  =  2.  La  valeur  de  y\  est  illusoire,  mais  celle  de 
yt  subsiste  et  donne  Csin(Axy/2)  pour  intégrale  parti- 
culière. On  en  déduit  l'intégrale  générale 

c  sin  (  hx  y  2  )  -\-  c'  cos  ( hx  y  2  ) 
J  x 

3°  m=  1 .  Le  rapport  de  yv  à  yt  est  constant,  et  ces 

II.    2*  édition.  I  O 
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deux  intégrales  ne  sont  plus  distinctes.  Dans  ce  cas,  oïl 
posera  m  =  1  +  //  et  Ion  appliquera  le  procédé  de  d'A- 
lembert. 

EXERCICES. 

(Pr      dr 

<7.r;        dx       J 

Solution. 

(1.2)'  (l.2.i)2  (1.2.3.4)'  ,    J 

intégrale  particulière. 

d  xc^- 
_  d~ Y        1    <^K  dx 

Solution. 

,   /        .r2         .r4  a*  \ 

y  =  A  I  I j  4-  -y-—  — 2  ,,       -+-.  • ■  h 

\       22      2\4        a.  4.0  / 

intégrale  particulière. 
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ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    SIMULTANÉES. 

Élimination  d'une  variable  entre  deux  équations  différentielles.  —  Sys- 
tèmes d'équations  du  premier  ordre  équivalents  à  une  ou  plusieurs 
équations  d'un  ordre  quelconque.  —  Théorèmes  sur  les  intégrales  des 
équations  simultanées  du  premier  ordre.  —  Intégration  des  équations 
simultanées  du  premier  ordre. 


ÉLIMINATION    D   l  NE     VARIABLE    ENTRE    DEUX    ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES . 

622.  Soient 

/  dy  ri'"  y  dz  dP  z\ 

dy  dny  dz  dHz\ 

deux  équations  qui  renferment  deux  fonctions  y  et  z  d'une 
variable  indépendante  x  et  leurs  dérivées  de  divers  ordres. 
En  éliminant  y  entre  ces  équations,  on  obtiendra  une 
équation  différentielle  à  une  seule  variable  et  dont  l'inté- 
gration fera  connaître  z. 

Pour  opérer  cette  élimination,  on  différentiera  n  fois 
la  première  équation,  et  m  fois  la  seconde }  on  aura  ainsi 
m  -h  n  +  2    équations  entre  lesquelles   il    sera  possible 

d'éliminer  par  les   moyens   ordinaires  de   l'algèbre    les 

dy    diY  d",+"y        ' 

m  4-/1  +  1  inconnues  r,  ~i  ——-•>  »  •  •  1  -; L  équation 

J  '  dx    da*  dxm+n  ^ 

finale  sera,  en  général,  d'un  ordre  ('gai  au  plus  grand  des 
deux  nombres  rc-f-/?,  m-\-q\  toutefois  cet  ordre  peut 
être  moindre,  si  l'élimination  a  pu  s'effectuer  sans  em- 
ployer les  m  -h  n  -f-  1  équations. 

623.  Plus  généralement,  si  l'on  avait  r  équations  dif- 
férentielles contenant  une  variable  indépendante  x  et  r 
fonctions  y,  z,  z/, .  .  .  de  cette  variable,  011  éliminerait  y 
entre  ces /' équations,  ce  qui  donnerait  r  —  1  équations 
entre  z,  m,  etc.  On  éliminerait  ensuite  z  entre  ces  /'  —  1 

10. 
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équations,  et  ainsi  de  suite.  On  arriverait  ainsi  à  une 
équation  différentielle  ne  renfermant  plus  qu'une  seule 
des  fonctions  inconnues. 

SYSTÈMES   D'ÉQUATIONS    DU    FREM1ER    ORDRE   ÉQUIVALENTS  A 
U1NE  OU  PLUSIEURS  ÉQUATIONS  d'uN  ORDRE   QUELCONQUE. 

624.  On  peut  remplacer  une  équation  différentielle 
d'un  ordre  quelconque  à  deux  variables  par  un  système 
d'équations  simultanées  du  premier  ordre,  en  représen- 
tant par  une  lettre  chacune  des  dérivées,  excepté  celle  qui 
est  de  l'ordre  le  plus  élevé.  Ainsi  l'équation 

f  s  ç(         dr   d7r   d\r 


dx      dx?      dx'' 

est  évidemment  équivalente  aux  équations  suivantes  : 

(  dr  _  „,     W 


dx  dx 


(/(*■*  ^Ç)-* 


62o.   De  même  les  équations 


dy  d'ny  dz  dP  z 

—_,...,    _ — ,   z.   —-,...,    — — 
dx  dx"'  dx  dxP 

(3) 

'      /  dy  dny  dz  d*z\ 

dans  lesquelles  nous  supposerons  m^>n,  q^>p,  peuvent 
être  remplacées  par  le  système  des  équations  du  premier 
ordre 

dy  dy'  n  d.y(m-^ 

_   y'  J      y"  '  y(m-\) 


(4) 


/ 


dz  __    t         dz'      _    f/  d.z'i-V 

dx  dx  dx 

,               d.y(m~') 
(•*•>   r>  J,-.-,     - — ^- s     z,z,...,zP      -o, 

d.z(i-ir, 
F  (  x,  y,  r  9  • •  •>  j  "S  z>  *>••«?    — ^- —   ~  o. 
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En  général,  étant  donné  un  nombre  quelconque  d'é- 
quations différentielles  renfermant  une  variable  indépen- 
dante et  plusieurs  fonctions  de  cette  variable,  si  l'on  re- 
présente ces  dérivées,  à  l'exception  de  celles  dont  l'ordre 
est  le  plus  élevé,  par  des  lettres,  on  aura  un  système  d'é- 
quations simultanées  et  du  premier  ordre  qui  sera  équi- 
valent aux  équations  proposées. 

THÉORÈMES    SUR    LES    INTÉGRALES    DES   ÉQUATIONS 
SIMULTANÉES    DU    PREMIER    ORDRE. 

fâti.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait 
trois  équations  différentielles  simultanées  et  du  pre- 
mier ordre  entre  une  variable  indépendante  x  et  trois 
fonctions  y,  z,  u  de  celte  variable.  On  pourra  en  gé- 
néral résoudre  ces  équations  par  rapport  aux  dérivées 

dy     dz      du  ,  i    i     r 

-'—-,  -—•>  —  et  les  remplacer  par  des  équations  de  la  forme 

dx     dx     dx  L  L  1 


ou 

(0 


dy       Q         dz       R        da       V 
dx~~$y      7Lc~'p'      dx~~V 

dr         dy         dz        du 


P,  Q,  R,  V  étant  des  fonctions  déterminées.  Le  problème 
proposé  revient  donc  à  établir  entre  les  variables  x,  y, 
3,  u  des  relations  telles,  que  les  différentielles  de  ces 
variables  soient  proportionnelles  aux  fonctions  P,  Q, 
R,  Y. 

Je  dis  maintenant  que  les  relations  cherchées  doivent 
contenir  trois  constantes  arbitraires.  En  effet,  les  équa- 
tions (i)  déterminent  seulement  les  accroissements  infi- 
niment petits  des  variables  y,  s,  u  pour  un  accroissement 
infiniment  petit  de  x.  On  peut  donc  prendre  à  volonté 
les  valeurs  de  y,  z  et  //  pour  x  —  a.  En  raisonnant 
comme  on  l'a  fait  dans  le  cas  d'une  seule  équation  diffé- 
rentielle (*>49),  on   voit  que  )  ,  z  et  u   sont  des   fonc- 
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lions  déterminées  de  x,  dépendant  nécessairement  de 
leurs  valeurs  initiales,  qui  sont  tout  à  fait  arbitraires. 
Les  équations  intégrales  doivent  donc  contenir  trois 
constantes  arbitraires.  Ces  constantes  peuvent  d'ailleurs 
être  remplacées  par  d'autres  ayant  avec  elles  des  relations 
arbitraires,  pourvu  qu'on  puisse  déterminer  les  nouvelles 
constantes  de.  manière  que  y,  z  et  u  aient  des  valeurs 
données  correspondant  à  une  valeur  donnée  de  x. 

627.   On  arrive  à  la  même  conclusion  par  la  série  de 

Taylor.  En  effet,  si  l'on  représente  parj^fl,  f  — -  )  >    etc., 


dx 
les  valeurs  de  y  et  de  ses  dérivées  pour  x=  a,  on  aura 

Ensuite,  des  équations 


dy        Q 

dz 

11 

du         V 

r    ~~;  —  . 

■  '  ■■■     "Z. 

—    5 

— — —  n 

dx         P 

dx 

P 

dx         P 

dn  y 
on  peut  déduire  — -^  en  fonction  de  x,y,  z,  u\  par  con- 


dx' 


dn  y 
séquent  (  —~  ]     dépendra  des  valeurs   arbitraires  attri- 


dx" 

buées  à  r,  z,  u  pour  x=a.  Donc  le  développement  dey 
contiendra  trois  constantes  arbitraires.  Les  valeurs  de  z 
et  de  u  dépendront  aussi  des  mêmes  constantes. 

Les  raisonnements  qui  précèdent  s'étendent  évidem- 
ment à  un  nombre  quelconque  d'équations.  Par  con- 
séquent m  équations  du  premier  ordre  entre  m  -f-  i 
variables,  et  qui  peuvent  être  mises  sous  la  forme  (i), 
admettent  toujours  m  intégrales  contenant  m  constantes 
arbitraires.  Ces  constantes  doivent  être  telles,  que  l'on 
puisse  donner  à  m  des  variables  des  valeurs  arbitraires 
pour  une  valeur  quelconque  attribuée  à  la  [m  ~\- \)ic,ne 
variable. 

628.   On  a  supposé  que  les  équations  proposées  pou- 
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.     ,       dy      dz      du 

vaient  être  résolues  par  rapport  aux  dérivées  —,  —,  — • 

Dans  certains  cas  particuliers  cette  résolution  est  impos- 
sible. Par  exemple,  si  Ton  avait 

dr        dz 

~  -h  -T-  +  x  —  o, 
,    dx         d.r 

w 

f  x  — -  H-  x  —  -f-  y  —  x1  =  o. 
V       «.r  ax 

en  cherchant  à  éliminer  Tune  des  dérivées,  on  trouverait 
l'équation 

(2)  y  —  ix1  z=  o. 

Cette  équation  peut  remplacer  Tune  des  deux  proposées. 
En  portant  la  valeur  de  y  qu'elle  fournit  dans  la  pre- 
mière des  équations  (1),  on  aura 

dz 
dx 

d'où  l'on  déduit 

5x> 

z  ■=.  L • 


Ainsi,  quand  on  ne  peut  pas  résoudre  le  syslème  pro- 
posé par  rapport  à  toutes  les  dérivées,  le  problème  se 
simplifie,  parce  qu'il  existe  alors  entre  les  variables  un 
certain  nombre  de  relations  algébriques,  au  moyen  des- 
quelles on  peut  faire  disparaître  les  dérivées  dont  le 
système  n'a  pu  fournir  la  valeur.  Mais,  dans  ce  cas, 
le  nombre  des  constantes  n'est  plus  égal  au  nombre  des 
fonctions. 

INTÉGRATION      DES      ÉQUATIONS      SIMULTANÉES    DU     PREMIER 

ORDRE. 

629.  Soit 

dx  dy  dz  du 

^'  p~  =  q"  "  R  ~  Y 

un  système  d'équations  simultanées.  Nous  avons  vu  qu'il 


K 
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existait  trois  équations  intégrales, 

!F,  [xt  y,  s,  k,  c,  c\  c")  =  o, 
Fa(if  J,  z>  'h  c,  c',  c")  =  o, 
F3(^,    J,     3,     ",    C,     C\     C")  =  O, 

c,  c',  c';  étant  des  constantes  arbitraires.  Ces  équations, 
résolues  par  rapport  aux  constantes,  peuvent  être  rem- 
placées par  le  système 


(3)  a  =  c,      S  =  c' 


■  > 


a,  £,  y  désignant  trois  fonctions  de  x,  j,  z  et  u  sans 
constantes  arbitraires.  On  peut  donc  trouver  trois  fonc- 
tions de  x,j,  z,  u  qui  conservent  des  valeurs  constantes 
quand  on  y  fait  varier  simultanément  toutes  les  va- 
riables. 

Remarquons  d'abord  que  les  fonctions  P,  Q,  R,  V  ne 
peuvent  pas  être  à  la  fois  identiquement  nulles,  car  les 
équations  (i)  n'offriraient  alors  aucun  sens. 

Admettons  que  P  ne  soit  pas  identiquement  nul  et 
prenons  x  pour  variable  indépendante.  Je  dis  que  P  ne 
pourra  pas  même  s'annuler  constamment  en  vertu  des 
équations  (3).  En  effet,  l'équation  P  =  o  ne  renfermant 
pas  de  constante  arbitraire,  on  ne  pourrait  pas  se  donner 
à  volonté  des  valeurs  de  y \  z,  u  pour  une  valeur  quel- 
conque de  x. 

Supposons  donc  P  différent  de  o.  En  différentiant 
l'équation  a  =  c,  on  a 

ci  oc  doc.  d'j.  cly. 

-—  dx  4-  —  dy  H-  — -  clz  -+-  —  du  =  o. 
dx  dy  dz  du 

Mais  a  =  c  étant  une  intégrale  des  équations  (i),  les 
différentielles  dx,  dy,  dz,  du  doivent  être  proportion- 
nelles à  P,  Q,  R,  V;  on  aura  donc 

,  w,  dot.  du  de/.  dv. 

dx  dy  dz  du 
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Cetle  équation  doit  être  identique;  autrement  elle  éta- 
blirait une  relation  entre  les  variables  x,y,  z  et  u  et  l'on 
ne  pourrait  pas  donner  des  valeurs  arbitraires  à  j r,  z,  u 
pour  une  valeur  particulière  de  x. 

On  aura  donc  les  trois  équations  identiques 

(  -.dot.  dot  doc  dcx. 

dx  dy  dz  du 

j       dÇ  dZ  r/g  de 

dx  dy  dz  du 

dy         ^  dy  •  dy  dy 

dx  dy  dz  du 

630.  Réciproquement,  si  Von  trouve  une  fonction  0 
des  variables  x,  y,  z,  u,  sans  constante  arbitraire ,  telle, 
que  Von  ait  identiquement 


(0 

dO 
dx 

+-Q 

dO 

-T-4-R 
dy 

dO        T  dO 

dz            du 

-  o, 

V  équation 

0  = 

c 

sera 

une  intégra 

le  des  équations 

simultanées 

(a) 

dx 
~P~ 

dy 

dz 

R  ~ 

du 

y" 

En 

i  efï'et, 

on  a 

dO  z 

a  d.r  ( 

rd0       dO  dy 
Kdx        dy  dx 

dû 

dz 

dû  r/«\  _ 
d7i  dx~)  ' 

donc  >  ,  z  et  u  étant  des  fonctions  de  x  telles,  que  Ton  ait 


dy        Q        dz        R 
2r  =  S  P-'      ^""P' 

du        V 
~dx  =  =  P  ' 

on  aura 

rfar/    rffl           dB 

r/s             du 

mais  la  quantité  renfermée  entre  parenthèses  est  nulle 
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par  hypothèse,  donc 

dQ  =  o,     ou     0  =  c. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  trouve  trois  fonctions  or,  6,  y  qui 
substituées  à  9  satisfassent  identiquement  à  l'équation  (î), 
les  équations 

(3)  oc  =  c,      Q  —  c\      y  =  c" 

seront  les  intégrales  des  équations  (2). 

631.  Des  intégrales  (3)  peuvent  se  déduire  une  infi- 
nité d'autres,  car  x^  y,  z,  u  variant  de  manière  que 
les  fonctions  a,  ê,  y  conservent  une  valeur  constante, 
toute  fonction  de  la  forme  ^(a,  ê,  y)  conservera  aussi 
une  valeur  constante. 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  directement  que  l'équation 

(4)  ?(«>  g>  r)  =  c 

est  une  intégrale  des  équations  (2).  En  effet,  on  a 


5) 


dy 
dx 

dy  dot.          dy  dQ         dy   dy 
doc  dx          dQ  dx         dy  dx 

dy 
dy 

dy   doc         dy  dQ         dy   dy 
doc   dy         dQ   dy        dy   dy 

dy 

dz 

dy   dix         dy    do         dy   dy 
doc  dz          dQ    dz         dy    dz 

dy 

du 

dy   dy.          dy   dQ         dy    dy 
doc  da         dQ   da         dy  da 

Si  l'on  multiplie  ces  équations  respectivement  par 
P,  Q,  R,  V  et  qu'on  les  ajoute,  le  second  membre  sera 
nul  en  vertu  des  équations  (6)  du  n°  629.  On  aura  donc 

dq>  do  do  do 

dx  dy  dz  da 

c'est-à-dire  que  <p  mis  à  la  place  de  9  satisfait  à  l'équa- 
tion (  1  ).  Donc  y==c  est  bien  une  intégrale  des  équations 
proposées. 

632.   On  peut  même  démontrer  que  toute  Jonction  9 
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de  x,  y»  z,  u  qui  satisfait  à  V équation 

-   ,  dB  dB  dO  (10 

Jo/£  5e  réduire  à  une  fonction  de  a,  6,  y.  En  effet,  soit 

(2)  b  =  vs[x,  x*  z>  *); 

posons 

(3)  a=/(x,j;:,  m),     6=/2(j:,j,  z,  «),     7  =/t(*% Xt  z»  u)l 

on  peut  tirer  de  là  les  valeurs  dey,  z,  u  en  fonction  de  a, 
6,  y  etx;  en  les  substituant  dans  la  valeur  de  0,  on  aura 

(4)  0  — 7r(a,  6,  7,  x). 

Or,  je  dis  que  x  ne  doit  pas  entrer  explicitement  dans 
cette  équation.  En  effet,  en  mettant  cette  valeur  de  9  dans 
l'équation  (1),  on  aura 

dr:  dx  dr:    do         dr:    d'y  dr: 

-r-  + 


(5) 


dx  de         d&    dx         dy    dx  dx 

dr:    doc  dr:   dS         dr:    dy 

dot.    dy         d%    dy        dy   dy 


+  R 


dr.   dx  dr.    d%  dr:   dy 

dx   dz  d&    dz  dy    dz 

dr:  dx  dr:   d%  dr:  dy\ 

dx   du  d&    da  dy   du  J 


u. 


Mais  les  fonctions  a,   6,  y  satisfaisant  à  l'équation  (1) 
l'équation  (5)  se  réduit  à 


dr: 

p^ 

,  dr: 

ou  a  -— -  = 

dx 


puisque  P  ne  peut  être  nul  que  pour  des  valeurs  parti- 
culières des  variables.  Ainsi  la  fonction  tt  ne  contient 
pas  x  explicitement  et  se  réduit  à  une  fonction  de  a. 


6,5-. 
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CINQUANTIÈME  LEÇON. 

o 

SUITE   DES   ÉQUATIONS   SIMULTANÉES. 

Équations  linéaires:  cas  de  deux  équations,  méthode  de  d'Alembert;  — 
cas  de  trois  équations.  —  Réduction  du  cas  général  au  cas  où  les  équa- 
tions sont  privées  de  second  membre.  —  Méthode  de  M.  Cauchy.  — 
Remarque  sur  les  équations  linéaires. 


CAS    DE    DEUX    ÉQUATIONS,    MÉTHODE    DE    d'aLEMBEIIT. 

633.  Si  l'on  a  deux  équations  linéaires  du  premier 
ordre  entre  une  variable  indépendante  x  et  deux  fonc- 
tions^ et  z  de  cette  variable,  en  éliminant  tour  à  tour 

—  et  —  >  on  obtiendra  deux  équations  de  la  forme  sui- 

dx        dx  x 

vante  : 


(-+Fj+Q<;   =   V<, 


P,  Q,  V,  P',  Q',  V,  désignant  des  fonctions  de  x. 

On  pourrait  appliquer  à  ces  équations  le  procédé  d'éli- 
mination exposé  plus  haut  (622),  et  l'on  parviendrait  à 
une  équation  linéaire  du  second  ordre  ne  contenant 
qu'une  seule  fonction  inconnue;  mais  il  est  plus  avanta- 
geux d'employer  la  méthode  suivante,  qui  a  été  imaginée 
par  d'Alembert  et  perfectionnée  par  Ampère. 

Ajoutons  les  équations  (i)  après  avoir  multiplié  la  se- 
conde par  une  indéterminée  9  :  nous  aurons 

(*)      ^4-9^-r-(P-t-P'ô)r-f-(Q-f-Q^)z=r:V-r-V'0. 
Si  9  était  une  constante,  - — \-9  —  serait  la  dérivée  de 

dx  dx 

y  -+-  9  z  ;  posons  donc 

(3)  l==y  +  QZi 
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il  en  résulte  y  —  l  —  6z  et 

dy        Odz         dt  dO 

dx         dx         dx  d.v 

L'équation  (2)  devient  alors 

(4)  ^-z^  +  (p  +  p'°K'-Gz)-+-  (Q  +  Q,o)»=v  +  v/o. 

Comme  z  n'entre  ici  qu'à  la  première  puissance,  on 
éliminera  cette  fonction  en  égalant  son  coefficient  «à  zéro 
et  l'on  aura  les  deux  équations 

(5)  ^^(p+p'ôJô-Q-Q'ô^o, 

dx 

L'équation  (5)  ne  contient  que  9  et  x  \  elle  détermine 
donc  9.  Mais,  quoique  du  premier  ordre,  elle  n'est  pas 
linéaire,  et  l'on  ne  saura  pas  en  général  l'intégrer.  Cepen- 
dant, si  l'on  en  connaît  seulement  deux  intégrales  parti- 
culières 0t  et  02,  la  question  proposée  pourra  être  résolue. 

En  effet,  ces  intégrales  particulières  étant  mises  à  la 
place  de  9  dans  l'équation  (6)  qui  est  linéaire,  on  obtien- 
dra deux  valeurs  correspondantes  de  t,  tx  et  fj,  contenant 
chacune  une  constante  arbitraire.  On  aura  ensuite jy  et  z 
au  moyen  des  deux  équations 

y  -f-  0,  z  =  tt ,      y  -\-  O^z  =  t2. 

Les  valeurs  de  y  et  de  z  ainsi  obtenues  contiendront 
deux  constantes  arbitraires,  puisque  ti  et  /2  en  contien- 
nent chacun  une. 

634.  Dans  le  cas  où  les  coefficients  P,  Q,  P',  Q'  sont 
constants,  on  peut  supposer  9  constant  dans  l'équation  (5), 
qui  se  réduit  alors  à 

(7)  (P-h  P'ô)ô-Q  —  Q'0  =  o. 

Celte  équation  est  du  second  degré  et  donne  deux  racines 
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constantes  que  Ton  peut  prendre  pour  0,  et  0a,  si  ces  ra- 
cines sont  inégales. 

Si  les  racines  de  l'équation  (7)  étaient  égales,  on  n'au- 
rait qu'une  valeur  de  9.  Mais  dans  ce  cas  l'équation  (5), 
en  supposant  0  variable,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

d9 

OU  — -   +  P' clx  =  O, 

équation  dont  l'intégrale  générale  est 

1 

G  ==  a  H ; • 

P'ar-4-  c 

Comme  on  n'a  besoin  que  de  deux  valeurs  particulières 
de  0,  on  les  choisira  de  la  manière  la  plus  simple  en  fai- 
sant successivement  c  =  o,  c  =  00  ,  d'où 


P'* 


a. 


Les  équations  (1)  peuvent  donc  toujours  être  intégrées 
quand  les  coefficients  P,  Q,  P',  Q'  sont  constants. 

INTÉGRATION    DE    TROIS    ÉQUATIONS    LINÉAIRES. 

635.  La  méthode  précédente  s'applique  avec  quelques 
modifications  à  l'intégration  de  trois  équations  linéaires 
simultanées  à  quatre  variables  x,  y,  z,  u.  Ces  équations 
peuvent  d'abord  êlre  mises  sous  la  forme 

'   -i  +  Py  +  QZ4.Rtt=V, 
dx 

{  ^;-f-P'.r+Q'=-4-R'«  =  V', 

du 

_j_  P"r  -f-  (Y'z  -f  •  R"«  —  V". 
d  x 

Ajoutons  ces  trois  équations  après  avoir  multiplié  la 
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seconde  par  0  et  la  troisième  par  A.  On  a  ainsi 


(■) 


(IX  (IX  (IX 


j  4-  (Q  +  Q'9  4-  Q"X)z  -h  (R  -h  R'ô  -h  R">)  n 

[  =:V-fV'ô4-V"A. 
Posons 
(2)  y  -f-  9s  -h  À  m  —  /, 

,,     ,  dy  <^s  efo  rfr  r/0  *A 

cl  ou  —  -h  0  -—+>-—  = s «  —  • 

dx  dx  dx         dx  dx  dx 


L'équation  (1)  devient 
(3) 


dx  dx  dx 


■+- (Q  +  Q'9  -h  Q"*)s  -+-  (R  +  R'°  +■ R,/)-)  » 

Cette  équation  ne  renferme  z  et  u  qu'au  premier  degré. 
En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  ces  variables,  on  ré- 
duira donc  l'équation  (3)  aux  suivantes  : 

(4)  ^+(P+P'0  +  P^)0-Q-  Q'0-Q"a  =  o, 

(5)  ^+(P  +  P'9  +  P*M>  —  R  —  R'9  —  R"  1  =  o, 
dx 

(6)  -îrf(P+Ffi(  +  P''i)^V-V'fl;-n=ao, 
dx 

Les  deux  premières  équations  ne  contiennent  que  Q  et  y  : 
elles  sont  du  premier  ordre,  mais  non  linéaires.  On  ne 
sait  donc  pas  les  intégrer  en  général.  Néanmoins,  si  l'on 
connaît  trois  intégrales  particulières  0n  02,  03  et  trois  va- 
leurs correspondantes  A,,  A2,  X8,  on  pourra  déterminer  les 
intégrales  cherchées.  En  ciï'et,  pour  un  système  de  valeurs 
simultanées  Qx  et  \u  l'équation  (6)  qui  est  linéaire  et  du 
premier  ordre  donnera  une  intégrale  correspondante  f,, 
contenant  une  constante  arbitraire.  Ou  aura  de  même 
deux  autres  valeurs  f,  et  tt  correspondant  aux  deux  autres 
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systèmes  09  et  A2,  08  et  A8.  Les  trois  intégrales  seront  donc 

(7)  |  y  -+■  0-2z  -+-  X8a  =  r„ 
(  J+  M  +  a,  a  =  '3- 

Les  valeurs  de  y,   z,  u  qu'on  en  déduira  contiendront 
chacune  trois  constantes  arbitraires. 

636.  Dans  les  cas  où  les  coefficients  P,  Q,  R,  P', .  .  . . 
sont  constants,  les  équations  (4)  et  (5)  sont  satisfaites 
par  les  valeurs  constantes  de  9  et  de  a  que  déterminent 
les  équations 

(8)  (P  +  P'9H-P'/).)ô-Q-Q'ô-Qn  =  o, 

(9)  (P-fP'ô  +  P"X)  X  —  R  —  R'0  —  R"à  =  o . 

En  portant  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  X 
tirée  de  la  première,  on  aura  une  équation  du  troisième 
degré  en  0,  qui  fournira,  en  général,  trois  valeurs  dis- 
tinctes de  cette  variable  01?  02,  $3-  L'équation  (8)  étant 
du  premier  degré  en  A,  fournira  trois  valeurs  correspon- 
dantes Aj,  À2,  A3. 

L'élimination  peut  se  faire  de  la  manière  suivante.  En 
posant 

(10)  P+P'0+   P"À  =  p, 

on  aura  les  trois  équations 

/  P  —  p  -f-P'Ô-f-  P"X  =  o, 

(11)  Q-MQ'— pjfl-t-Qn^o, 

(  R4-R'0-f-(R"  —  p)A  =  o. 

L'élimination  de  0  et  de  X  entre  ces  trois  équations 
donne  l'équation  finale 

(p-P)(p-Q')(p-R")  j 

-R'Q"(p_P)  —  Rp"(0-_Q']_Qp'(p_R")       —o, 
—  QR'P"  —  RP'Q"  J 

Soient  p1?  /%,   p%  les  trois  racines  de  cette  équation. 
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Léqualion  (6)  prenant  la  forme 

dt 


-f-  p/ssV-f-V'O  -h  V"). 


on  aura  (511  ) 


^  —  (<-?' 


f(V-r-V/Ô-|-V',X)*CJv/.r] 


On  déduit  de  là,  en  remplaçant  tour  à  tour  p  par  p^  |02,  p3, 
trois  valeurs  de  £,  savoir  tu  t,,  /3  contenant  chacune  une 
constante  arbitraire.  Le  système  proposé  aura  donc  pour 
intégrales  les  trois  équations 

i  ?  +  0.*4*V«—  e~  **]<?,  4-  [(V  +  V'UV'yfMà  I  =  o, 
)    |.jTMi*H-^«^*~**-Ui-lr  ^(V  +  V'ô.  +  V'y^^  I  =(), 

f  y  4"  0,3  +  r,U=C-  P>*  j  C3  -+-    f  (  V  -+-  V  0;;  4-  V"À3K«*<fcTJ  =r  (,. 

AUTRE  MÉTHODE. 

637.  On  peut  suivre  dans  l'intégration  des  équations 
linéaires  simultanées  la  même  marche  que  dans  les  équa- 
tions différentielles  ordinaires,  c'est-à-dire  ramener  le 
cas  général  au  cas  des  équations  privées  de  second 
membre.  Nous  allons  effectuer  cette  réduction  dans  le 
cas  où  les  coefficients  des  premiers  membres  sont  con- 
stants. 

Remarquons  d'abord  que  si  l'on  connaissait  trois  sys- 
tèmes de  fonctions  [jy ,  zu  j^),  (j-s,  z„  z/2),  (r^,  z3i  u9) 
satisfaisant  aux  équations 

Z-ï-Vy+qt  +  R«=0, 

dx 

(1)  'jy+P'j  +  Q'srR'^o, 

I  dx 

F  dit 

—  -+  P"r+Q  «+R"«=o, 

il      jP*  édition.  I  i 


162  cours  d'ajvalysi  . 

on  y  satisferait  encore  en  posant 

y  =  Ctft  +c2/2  +  c,  y 3, 
z  =  ctZi   -h  c2z2  -h  c,z3, 

U—CXUX     -\-  C2U2    -t-^3^3, 

comme  on  s'en  assure  par  la  substitution,  et  l'on  aurait 
les  intégrales  générales  puisque  ces  formules  contiennent 
trois  constantes  arbitraires  cx ,  c2,  c3 . 

Cherchons  maintenant  à  résoudre  les  équations  (I)  par 
des  valeurs  de  la  forme 

jd,  f/,  v  désignant  des  constantes  inconnues.  La  substitu- 
tion de  ces  valeurs  donnera  les  équations 

j  P  —p-f-Qp  +Rv  =  o, 

(a)  P'  +  (Q'-P)p  +  R'v  =  o, 

(    P//-hQV  +  (Pv,/~p)vz=0. 

L'élimination  de  ^  et  de  v  entre  ces  équations  conduit  à  une 
équation  du  troisième  degré  en  p,  la  même  que  Ton  a  dé- 
duite (636),  par  l'élimination  de  6  et  de  A,  des  équations 

/    P  —  p  +  P'0-h  P*A==0, 

(3)  QH-(Q'-p)0  +  Q',a  =  o, 

(   R  +  R'ô  H- (P/'—  p)a  =  o, 

car  on  arriverait  à  ce  dernier  système  en  ajoutant  les  équa- 
tions (2)  respectivement  multipliées  par  1,  6  et  A,  et  en 
déterminant  0  et  A  de  manière  que  les  termes  qui  contien- 
nent^ et  v  disparaissent  d'eux-mêmes. 

Les  trois  valeurs  de  p  étant  désignées  par  pi9  p2,  ps ,  et 
les  valeurs  correspondantes  de  p.  et  de  v  par  p,i  ,  pi2,  f/3, 
v,,  v2,  v3,  on  aura  trois  solutions  particulières  d'où  l'on 
déduira  la  solution  générale 

j=:cle~PiX  4-  c2e~P-x  4-  cze~P*x> 
zz=.cx^e~^x  +  c2p2«?-^x  -t-c3n3e-P*x, 
n  =  crJ,e~  P>x  4-  c2v3e~  p*x  -\- c3v2e~  P3*- 


(4) 
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038.   Prenons  maintenant  trois  équations  avec  second 
membre 

%  +  *y  -+-  Q*  +R«  =  v> 


_f  +  p'V  +   Q"2  4-   R"M  =  V". 

\  dx  J         x 

Cherchons  s'il  est  possible  de  satisfaire  à  ces  équations 
par  l'expression  (4),  mais  en  y  regardant  c4,  ct ,  c3  comme 
des  fonctions  convenables  dex.  On  aura 


dy 
dx 


= —  piC,c    P*x  —  p2c,c     P*x  —  p,\C2e     P*x 
<7.r  or  </.r 


On  aurait  de  même  —  et  -— ■  En  substituant  ces  valeurs 

dx        dx 

dans  les  équations  (H),  les  termes  qui  renferment  c,,  c2,  c3 
sont  nuls  en  vertu  des  équations  (2),  et  il  reste 

i  #.r  <7.r  rt.r 

(5,       S^-^g  +  ^-^g-K^^^^V, 

»,e-p,*ï£.  +„c-^4  +  w<f-ft«*!  =V". 
«.■r  ra  «te 

De  ces  équations  on  tirera  les  valeurs 

f/c,  de,  de  s 

x    '  <7.r  <Y.r  ox 

Xu  X2  5  X;i  étant  des  fonctions  de  x  :  d'où  l'on  conclut 


{  r   ~   I  Kdx  -+■  C,, 


r  r 
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Ces  valeurs,  substituées  dans  les  formules  (4) 5  donneront 
les  intégrales  du  système  (II). 

MÉTHODE    DE    M.     CAUCHY. 

639.  Soit  proposé  d'intégrer  le  système 

1  ir+Vj  H-Qz  +R«  =F(.r), 
,   dz 

(1)  !  ^-*-p>+Q'z  -+-R'"  ^ïiWi 

^+P'>-hQ''*+R''«==F1(;r). 

Cherchons  des  fonctions  Y,  Z,  U  qui,  substituées  à  la 
place  de  y,  z,  w,  vérifient  les  équations 

/  dy 
-f  -f-P>    +  Q*   +R«   =0, 

(2)  j  —  -f-  P>  -f-  Q'z  -h  R'"  =  o, 
et  telles,  que  pour  x  =  aon  ait 

Y=rF(a),      Z  =  F,(a),      U  =  F2(a). 

Pour  trouver  des  fonctions  Y,  Z,  U  qui  remplissent  ces 
conditions,  il  suffira  de  déterminer  les  constantes  qui  en- 
trent dans  les  intégrales  générales  du  système  (2), 

(  y  =  f  (#,  é,,  c2,  c3), 

(3)  j   z  =  ?,(.£,   c„  c2,   c3), 
(    m  =  ç2(.r,   c,,    c2,   c3)ï 

de  manière  que  l'on  ait 

/  F  (a)  =  <p  (a,   C,,  c2,   c3), 

(4)  F,(«)=<p,(a,   ^,,  c2,  c3), 
(   Fj(a)  ==  <p2(a,   C,,  c2,   C3). 

On  aura  les  fonctions  cherchées  en  portant  dans  les  équa- 
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lions  (3)    les  valeurs  de  cn   c2 ,  ct  déduites   des  équa- 
tions (4). 

640.   Maintenant  je  dis  que  les   équations   (i)  seront 
satisfaites  en  posant 

Js%  x  nx  r*x 

'     Y</a,      z=   I      Zrfa,      u=   /      Ur/a. 
o  Jo  Jo 

En  effet,  d'après  l'hypothèse,  on  aura 

,/.r        J0       rf*  l     7' 

et,  en  substituant  dans  la  première  des  équations  (i), 

F(x)  =   f    ^r/a  +  P|      Y</a  4-  Q    f    Zrfa 

U^/a  -f-  F(x). 


«X 


Celte  équation  est  identique,  car  elle  revient  à 

f      ,/a  (  —  ■+-  PY  -f  QZ  -t-  RU  )  ==  o, 

et  la  quantité  renfermée  entre  parenthèses  est  nulle  par 
hypothèse.  On  vérifiera  de  la  même  manière  que  les  deux 
autres  équations  du  système  sont  satisfaites. 

On  a  donc  une  solution  particulière  du  système  (i)  : 
désignons-la  par  (yl9  gi9  m4).  Mais  si  dans  les  équations  (i) 
on  remplace^,  z9  u  par  j A-f-jv"i,  z  -hjft,  tt-f-ttjj  on 
obtiendra  le  système  (2). Donc  en  ajoutant  aux  valeurs(5) 
les  intégrales  générales  (y,  z,  11)  des  équations  privées 
de  second  membre,  on  aura  intégré  complètement  le  sys- 
tème (1). 

REMARQUE    SLR    LES     ÉQUATIONS    SIMULTANÉES. 

011 .   Soient 

i   f(*j  j>  /'»  z>  *f)  =  °ï 

|    F(r,   r,  r',   s,    Z').-n, 
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deux  équations  simultanées  du  premier  ordre,  dans  les- 
quelles y'  et  z'  désignent  -4-  et  -— «  Soient 
1  v  dx       dx 

(2)  |  *=+(*,  *,  *T, 

les  intégrales  complètes  du  système  (i),  a  et  b  étant  deux 
constantes  arbitraires.  Les  équations  (i)  doivent  devenir 
identiques  quand  on  y  remplaceyet z  par  les  valeurs  (2). 
Donc  si  Ton  pose 

(3) 
d'où 


dy                   dz 

II  — 

da                  da 

du 
dx 

d'y       _  dy' 
da  dx         da 

dv 

d*z          dz' 

du 

da  dx        da 

on  aura,  en  différent! ant  par  rapport  à  a  les  équations  (1), 

di  dî   du        dï  dî  dv 

,  dy  dy    dx        dz  dz    dx 

^  i  d¥  d¥   du        d¥  >       r/F  do 

\  dy  dy'  dx    '     dz  dz'  dx 

On  arriverait  encore  aux  équations  (4)  en  posant 


(5) 


dy  dz 

db'      (>Z=db 


et  en  dilïérentiant  les  équations  (1)  par  rapport  à  b.  Il 
suit  de  là  que  si  l'on  considère  m  et  \>  comme  des  fonctions 
inconnues,  le  système  (4)  admettra  les  solutions  particu- 
lières (3)  et  (5).  Donc  ses  intégrales  générales  seront  (637) 

dy  dy 

u  =  A  -—  H-  B  -£■  ? 

da  du 

(6)  , 

dz  dz 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 
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EXERCICES. 


j .  Intégrer  les  deux  équations 


,  dy  dz 


56       aq    ,.       c-      ri.  ,    c' 


Solution. 

3  "       9        7 
3975  5 


;Jr+2X+5r=t<. 


Solution. 


.r  =  -^  +  ^-^+C,^'+3C^-2S 
19G       14         8  J 

r  =  \~-t-h^e(+Cle--"-<±C.2e'". 
98       7         24  '  2 
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CINQUANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  AUX   DIFFÉRENTIELLES 

PARTIELLES. 

Equations  qui  se  ramènent  aux  équations  différentielles  ordinaires.  — 
Élimination  des  fonctions  arbitraires.  —  Équations  linéaires  et  du  pre- 
mier ordre  à  deux  variables  indépendantes.  —  Cas  de  trois  variables 
indépendantes. 


ÉQUATIONS    QUI    SE     RAMÈNENT     AUX    ÉQUATIONS    DIFFÉREN- 
TIELLES   ORDINAIRES. 

642.  Le  problème  qui  fait  l'objet  du  calcul  inverse  des 
différences  ou  des  différentielles  partielles  consiste  à  cher- 
cher une  fonction  connaissant  une  relation  entre  cette 
fonction,  les  variables  dont  elle  dépend,  et  une  ou  plu- 
sieurs dérivées  partielles  de  cette  fonction,  prises  par  rap- 
port à  ces  variables. 

643.  Nous  commencerons  par  le  cas  particulier  très- 
simple,  où  les  dérivées  partielles  renfermées  dans  l'équa- 
tion ne  sont  relatives  qu'à  une  seule  variable.  Il  faut  alors 
opérer  comme  si  l'on  avait  une  équation  différentielle 
ordinaire,  mais  après  l'intégration  on  remplacera  les 
constantes  arbitraires  par  des  fonctions  arbitraires  des 
autres  variables  indépendantes.  Soit,  par  exemple, 

dx 
en  regardant  y  comme  une  constante,  on  a, 

u  ==  x*y  -4-  G, 

et  en  remplaçant  la  constante  C  par  une  fonction  arbi- 
traire de  y, 

u  -~  xyy  4   <p(  y  ). 
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On  trouvera  de  même  que  l'intégrale  de  l'équation 

(lll 

xy \-  au  =z  o 

dy 

CSl  y'lUx  =  y[x)y 

$  (x)  désignant  une  fonction  arbitraire  dex. 

644.  Ce  procédé  peut  quelquefois  s'étendre  à  des  équa- 
tions où  entrent  des  dérivées  partielles  relatives  à  deux 
variables.  Soit,  par  exemple, 

d'à  dit 

dxdy  dx 

„  du 

li.11  posant  -—  —  /;,  on  a 

dp 

-  +  ap  =  xy, 

équation  linéaire  et  du  premier  ordre  qui  donne 
(  2  p  --  c~ax    cp  (x)  -h  x  l   rcardy    , 

d'après  la  dernière  formule  du  n°  511,  où  la  constante 
arbitraire  c  est  remplacée  par  la  fonction  arbitraire  çp  (x). 
Si  maintenant  on  intègre  l'équation  (2)  par   rapport 
à  .r,  on  aura 


a  —  e-°y 


<?(x)dx  -h  I  x*e~V  \  ye«ïdy  -h  4.  (/), 


ty(y)  désignant  une  fonction  arbitraire  de  y. 
Comme  d'ailleurs 


/ 


yerdy  =  —- (ay  —  \), 


et  que  fa>  (x)dx  peut  être   remplacé  par  une  fonction 
arbitraire  ^  (<r),  on  aura  définitivement 


«  ~  ^(  y)  -f-  C-fl/x(*)     I     -  ~  («T  ~  l). 
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ÉLIMINATION    ni. S    FONCTIONS    ARBlTRAlRis. 

045.  Si  entre  l'équation 
(i)  F(.r,  j,  c)  =  o, 

et  sa  différentielle 

d?    ,  dF   , 

— - -  «a:  -| —  dy  =  o, 

on  élimine  la  constante  arbitraire  c,  l'équation  résultante 

(»î  /(x,r,|)=o 

exprimera  une  propriété  commune  à  toutes  les  équations 
que  l'on  obtient  en  donnant  à  c  différentes  valeurs,  et, 
par  suite,  une  propriété  relative  à  la  tangente  de  toutes 
les  courbes  représentées  par  l'équation  (i). 

Un  théorème  analogue  a  lieu  pour  les  équations  où 
entre  une  fonction  arbitraire  de  deux  fonctions  des 
mêmes  variables.  Soient,  en  effet, 

«==/*(«*,  y\  *)*     S=/2(ar,  jr,  z), 
deux  fonctions  déterminées  des  variables  „r,  y,  z\  éta- 
blissons entre  «  et  6  une  relation  arbitraire 

(3)  6  =  <j>(a). 

Posons  —-=p9     -——^, 

et  différentions  tour  à  tour  l'équation  (3)  par  rapport  à  x 
et  par  rapport  à  j\  nous  aurons 

(4) 

(_+_,  =  f(a)^_H-_7): 

eu  éliminant  la  fonction  ©' (a)  entre  ces  deux  équations, 
nous  obtiendrons  une  équation  de  la  forme 

P,  Q,  V  étant  des  fonctions  de  .r,  )  ,  z. 
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Cette   équation    exprime   une   propriété   commune    à 
toutes  les  équations  de  la  forme 

6=  j>(a) 

et,  par  conséquent,  une  propriété  commune  au  plan  tan- 
gent de  toutes  les  surfaces  que  ces  équations  représentent. 

646.  On  arriverait  encore  à  l'équation 

si  les  fonctions  «cto  étaient  liées  entre  elles  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

(i)  T(«,  6)=<h 

En  effet,  on  aurait,  en  différentiant  l'équation  (i)  par 
rapport  à  x  et  à  y, 

/  (U  [dot.         (ta     \         r/?  /<*6         '/£     \ 

\Ta  [di  +  *  'J  +  rfi  \S  +  S  P)  =  °' 

(2)  < 

(  2Îiç+  S  *)  +  3i  ^  +  ^  *J  ^a' 

Ces  deux  équations  ne  renferment  que  le  rapport  des 

1  1  '    •     '  •    îi         d  ®      d  v     ^        ,..      , 

deux   dérivées  partielles  —5   ~   li.11  éliminant  ce  rap- 
r  rfa     rf6  * 

port,  on  retombera  évidemment  sur  une  équation  de  la 

forme 

P^-f-Q(7=V. 

647.  On  ramène  à  l'un  des  cas  précédents  l'équation 

(1)  F[x,  y,  z,  <p(a)]=  o, 

F  étant  une  fonction  déterminée,  <p  (a)  une  fonction  arbi- 
traire, et  a  une  fonction  déterminée  fx  (.r,  y,  z).  En 
effet,  si  l'on  pose 

(2)  *(*}  =  €, 

on  aura  F  (.r,   r,  z,  6)  =  o, 

d'où  résulte 

(3)  «.=?/,(*,  ri  *)• 
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Ainsi  l'équation  (2)  établit  une  relation  arbitraire  entre 

deux  fonctions  déterminée  ^  des  variables  X,  y  et  z. 

048.   Soient  maintenant  trois  fonctions  de  quatre  va- 
riables, x,y,  z  et  //,  savoir  : 

(i)    »=/(*,  jr,  z,  u),    f>—f2(x,y,  Z,  u),   y=f,(x,y,  z,  u), 

et,  cp  désignant  une  fonction   arbitraire,  supposons  que 
l'on  ait  léq nation 

(a) 


<p(«*  6,  7)2=0. 

r  abréger, 

du                  du                  du 

d.v                  dy                  dz 

et  différentions  l'équation    (2)  tour   à  tour  par  rapport 
à  x,j  et  2;  nous  aurons 

dy  (  d<x        du     \         dy  t  do        r/ê     \        dy  (  dy        dy 


.  do  (dot.        da    \        du  (  d%        r/6    \        d>s>  I d<i        drj     \ 

3     {  -r    7--*-  —  v  )-+--=  \-r  +  -T-<i)  +  -r K' "-+*:/ ?)  =  °i 

>  f/a  \<-/j        au     J        <7§  \c/j        <-/w     /        dy  \dy        du   '  J 
dq>   f  da        da.    \        d>3  !  d%        do     \        dy  I  dy        d-j    \ 


rtp  /V/a        r/a    \        dy  l 

~'a  V^"4"^'/-1"^  \ 


<Ya  \*/z         r/w    /        r/ê  \<7z         t/«    y        .'/y  \dz         du 

-,,-,..        .  1  do     dy      dy     dy 

L  élimination    des    rapports    -^  :  — L  ?    — ^  :  —  entre    ces 

11  da     dy      r/6     r/y 

trois   équations    conduira   évidemment    à    une   équation 

aux  dérivées  partielles  de  la  forme 

(4)  Vp  4-  Q7  +  Rr  =  V. 

649.   Plus  généralement  toute  équation 

(1)  <p(a,  €,.*  .,  X,  p)  =  o, 

où  <p  désigne  une  fonction  arbitraire  et  a,  6,...,  X,  y.,  des 
fonctions  déterminées  de  m -\- 1  variables,  conduira,  par 
le  même  procédé,  à  une  équation  linéaire  aux  différen- 
tielles partielles  à  laquelle  devront  satisfaire  les  fonctions 
a,  &, .  .  . ,  {A,  quelle  que  soit  la  fonction  (p. 
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<)50.   Exemples  : 

i°  z-\- x  =  <p[x -+- y). 

En  différentiant  tour  a  tour  par  rapport  «à  x  et  à  y,  on 
aura 

/>-+-!  =  y'{x-\-  y), 

?  =  ?'(*-+-/); 

d'où  l'on  conclut 

2°  z~  .r"'<p(- 

On  aura  par  la  différentiation 


p  =  m^-^y-cy-y.^-^-y~] 

En  éliminant  <p  (  -  )  et  cp'  (  -  )  entre  les  trois  équations 

précédentes,  on  aura 

px  -+-qy  =  ///z, 

r/z  </z 

ou  x  —  -\-  y  -j-  =  mz. 

dx  dy 

On  retrouve  ainsi  une  propriété  connue  des  fonctions 
homogènes  (I,  172). 

ÉQUATIONS    LINÉAIRES    ET    DU    PREMIER    ORDRE    A    DEUX 
VARIABLES    INDÉPENDANTES. 

651.  Soit 

(l)  P/^-hQry^R 

une  équation  dans  laquelle  P,  Q  et  R  désignent  des  fonc- 
tions données  de  .r,  y  et  z\  pet  g  les  dérivées  partielles  —  •> 

—  •  Intégrer  cette  équation,  c  est  trouver  une  autre  équa- 
tion 
h.)  F(x,  y,  *)  =  o, 


Ljfi  COi  rs   i/a.naj.yse. 

[elle,  que  les  valeurs  d<:  />  et  de  y  ûuî  s'en  déduisent  ren- 
dent identique  1* équation  (i).  Or  nous  venons  de  voir 
qu'on  parvient  à  une  équation  telle  que  (i)  lorsque  deux 
fon  étions 

(3)  a=/(«r,  y>z)%     6=/,(jr,  y,  z)t 

étant  liées  par  une  relation  quelconque 

(4)  «  =  *(«), 

on  élimine  la  fonction  arbitraire  <p.  Dès  lors  il  est  naturel 
de  chercher  à  satisfaire  à  l'équation  (i)  par  une  équation 
de  la  forme  (4). 

652.  Supposons  donc  que  l'intégrale  de  l'équation 
(i)  Pj>-t-Q9=:H 

soit 
(2)  (x  =  ^(6), 

a  et  6  étant  des  fonctions  inconnues  de  .r,  }  et  z.  On  tire 
de  l'équation  (2) 


idtx.         dot  (  dÇ>        d&     \ 

, , „ .  /  ilS      elS    \ 


(3) 


Il  faut  qu'en  éliminant  p  et  <^  entre  les  équations  (1) 
et  (3)  on  retombe  sur  une  équation  identique  ou  qui 
devienne  identique  en  ayant  égard  à  l'équation  (2). 

Si  l'on  ajoute  les  équations  (3)  après  les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par  P  et  Q,  on  aura 

_  de.  do:         ,  „     s  dcf. 
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ou  bien,  ou  ayant  égard  «à  l'équation  (i), 

Or  on  satisfera  identiquement  à  cette  équation,  quelle 
que  soit  la  fonction  ©,  en  choisissant  les  fondions  a  et  G 
de  telle  sorte,  que  Ton  ait 

f       dot.  dot  doc 

\       dx  dr  dz 

(5) 

i       dZ  dZ  r/ê 

et  ces  conditions  seront  remplies  (629)  si  l'on  prend  pour 
a  et  é  les  fonctions  f(x, y,  z),  fx  (x,  y,  z)  qui,  égalées  à 
des  coiistanles,  donnent  les  intégrales  des  équations  si- 
multanées 

dx         d)  dz 

D'ailleurs,  toute  intégrale 

(6)  Ffajr,z)  =  o 

de  l'équation  (i)  peut  être  mise  sous  la  forme  (2).  En 
effet,  on  tire  de  l'équation  (6) 

(IF  (  dF  dF  .  rfF 

dx  '  dz  dy  *  dz 

et  ces  valeurs  étant  portées  dans  l'équation  (1)  qu'elles 
doivent  rendre  identique,  puisque  F  =  o  est  une  inté- 
grale, on  aura 

rfF  dF  dF 

dx  dy  dz 

d'où  l'on  conclut  (032)  que  F  est  une  fonction  de  a  et  de  c. 
Donc  l'équation  (6)  équivaut  à  une  relation,  a  =  $(6), 
entre  ces  deux  fonctions. 

De  là  résulte  que  non-seulement  l'équation  (2) 

s  =  f(6), 
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dans  laquelle  a  et  G  désignent  des  fonctions  qui  remplis- 
sent les  conditions  (5)  ci  o  une  fonction  arbitraire,  satis- 
fait à  l'équation  (i),  mais  encore  que  c'est  l'équation  la 
plus  générale  qui  résolve  le  problème. 
On  arrive  donc  à  cette  conclusion  : 

Si 

f(*>x,  z)=zc,    /(*>  Xt  *)=  '•', 

sont  les  intégrales  du  système 

d.x        dy        dz 

Y  =="q  ~=  r' 

et  si  Ion  pose 

a—f(x,y,z),     %  =/i>,  y,  s), 

l'intégrale  de  V équation 

Vp-hQq  —  R 
sera 

y.  =  <p(6), 

cp  désignant  une  jonction  arbitraire. 

653.  On  satisferait  encore  à  l'équation  (4) 

en  posant 

„  doc         '    da.        ,     r/a 

P^  +  <^  +  RrfJ  =  0'    ?<ê>=°> 

ou  bien 

dZ  d6  r/6  [ 

r/.r  f/j  <7z  <p  (6) 

Mais  ces  nouvelles  solutions,  n'établissant  pas  en  géné- 
ral de  relation  entre  les  fonctions  a  et  ê,  ne  rentrent  pas 

dans  l'intégrale 

a  =  T-(6)f 

et  constituent  le  plus  souvent  des  solutions  singulières. 

654.   On  doit  remarquer  que  l'intégrale  a  =  o  (ê)  con- 
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viendrait  encore  aux  équations 

dy        _  dy 
dx.  dz 

dx        _  dx 

dont  l'intégration  dépend  du  même  système  d'équations 

simultanées 

dx        dy        dz 

"p  ==  q~"  r"' 

655.   Exemples  : 

i°  xp  — yq  =  0. 

Il  faut  chercher  les  intégrales  des  équations 

dx  dy        dz 


qui  sont 


x  y  o 


z  =  r,      xy  ■=.  c' '. 


Donc  l'équation  proposée  est  satisfaite  par 

z  =  y{xy), 
(9  désignant  une  fonction  arbitraire. 

2°  px- —  qxy  =.  —  y2. 

Il  faut  intégrer  les  deux  équations 


dx 

dy 

■  —  > 
xy 

dx              dz 

La  première  revient  à 

dx         dr      v  y    e 

—  = 4      (I  ou     6  =:  xy. 

x  y 

La  seconde  revient  à 

dx  x"1  dz 

~x~z  ~~       ¥" 

On  en  conclut  z  =  -  ^x~3-\-  y. , 

5 

V    '  ^% 

U  OU  a  =  Z  —  -—  • 

5x 
II.   2e  édition  I  2 
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Donc  l'intégrale  cherchée  est 


r 
z 


s:*"* 


'j  désignant  une  fonction  arbitraire 


3° 

p  ~q  —  o. 

Solution . 

z  —  ip(*+/). 

4" 

/?r  —  qr  =  O. 

Soliit'iOJi. 

?  ==  «pl-^-hj5). 

ÉQUATIONS  Ql  I   RENFERMENT  LES  DÉIÏÎVÉES    D  T  NE  FONCTION 
DE    TROIS     VARIABLES    INDÉPENDANTES . 

606.  La  méthode  suivie  dans  le  cas  de  deux  variables 
indépendantes  s'étend  facilement  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  de  variables.  Nous  examinerons  seulement  le 
cas  d'une  équation  du  premier  ordre  renfermant  les  déri- 
vées d'une  fonction  de  trois  variables  indépendantes. 

657.   Soit  proposé  d'intégrer  l'équation 
(1)  I>H-Q<7  +  ÏU  =  V, 

dans  laquelle  P,  Q,  R,  V  sont  des  fonctions  de  quatre  va- 
riables ,r,  y,  z,  ïj>,  et  p,  q,  r  désignent  les  dérivées  par- 
tielles de  z/,  considérée  comme  fonction  de  xKy  7  z,  savoir 

du.  au  du 


dx         Q'~     d/  dz 


Posons 


(2)  G=fl{x,y,  z,  «), 


fi  f\i  f*   élanl  des  fonctions  inconnues  de  x,  j,  z,  u 
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Soit 

(3)  a  ==  <p(6,  7) 

l'intégrale  de  l'équation  (i). 
On  tire  de  l'équation  (3) 

da.        da  dy  I  d&        d&     \         dy  I  dy        dy     \ 

[dx^dit  P  "di  \dx  ~*~  Tu  P)  "*"  ^  \Â£  "*"  3«  M  ' 

.       ]  da        da.  dy   /d%        d£     \        dy   l  dy        dy     \ 

da        da  dy   1  dQ        d&     \        dy   l  dy        dy 

dz         du  d&   \dz         du     J        dy   \dz         du 

Ajoutons  ces  équations,  après  les  avoir  respectivement 
multipliées  par  P,  Q,  R.  Il  en  résultera,  en  ayant  égard 
à  l'équation  (1), 

da  da  da  da 

dje  dy  dz  du 

dy  j  d%  d&  d$  d& 

do  \  de  dy  dz  du 

dy   (  dy  dy  dy  dy 

\         dy   \  dx  dy  dz  du 

Or  cette  équation  sera  satisfaite,  quels  que  soient  — L  et 

~i  et,  par  conséquent,  quelle  que  soit  la  fonction  cp,  si 

l'on  prend  les  fonctions  inconnues  a,  6,  7,  de  telle  sorte 
que 


(6) 

a  =  <:, 

6  = 

c', 

7 

=  c 

soient 

les 

intégi 

^ales  du 

système 

(7) 

dx 

dy 

"Q  = 

dz 
1\ 

— 

du 

T' 

puisque  les  trois  fonctions  (6)  rendent  identique  l'équation 
„d0        ~  dQ       «  <*9  <M 

p7  +  Qr  +  Rr+vT:ro- 

dx  dy  dz  du 

1  2. 


j 80  cours  d'analyse. 

Dès  lors  a,  6,  y  étant  ainsi  déterminées  et  CD  désignant 
une  fonction  arbitraire,  l'équation  (3)  sera  l'intégrale  de 
F  équation  proposée  (i). 

On  prouvera,  d'ailleurs,  qu'on  a  la  solution  la  plus 
générale  du  problème  proposé  en  faisant  voir,  comme  au 
n°  652,  que  toute  intégrale  de  l'équation  (i)  équivaut  à 
une  relation  entre  les  fonctions  a,  S,  y. 

658.  On  remarquera,  comme  dans  le  cas  de  trois  varia- 
bles (654),  que  la  résolution  du  système  (6)  fournira  l'in- 
tégrale des  équations  suivantes  : 

dz  dz  dz 

d.r,  dy  du 

dy  dy  dy 

P-f  +  Rf  +  V-f  =Q, 
dx  dz  du 

dx  dx  7  dx 

dy  dz  du 

659.  Exemple  : 

du  du  du 

11  faut  d'abord  intégrer  le  système 

dx        dy         dz         du 


x         y  z         mu 


dToù  l'on  déduit 


et,  par  suite, 


y  z         ,       u 

X  X  X1 


J        2 


c'est-à-dire  que  u  est  une  fonction  homogène  et  du  degré  m 
des  variables  x^y,  z.  L'équation  (i)  exprime,  en  effet, 
une  propriété  connue  des  fonctions  homogènes  (I,  178). 
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EXERCICES. 


i .  Jntégref  V équation  à  différentielles  partielles 
.  .dz.  '    ,  dz 


x  -4—  > 
Solution. 


-m 


2.  Déterminer  une  surface  telle ,  que  le  plan  tangent  mené  par 
un  point  quelconque  M  rencontre  une  droite  donnée  de  position  en 
un  point  qui  soit  également  distant  du  point  M  de  la  surface  et  d'un 
jx)int  fixe  piis  sur  la  droite  donnée. 

Solution.  Prenant  le  point  fixe  pour  origine  et  la  droite  donnée 
pour  axe  des  z,  l'équation  de  la  surface  est 

«p  désignant  une  fonction  arbitraire. 

3.  Déterminer  une  surface  telle,  que  le  plan  tangent  mené  par  un 
point  quelconque  M  rencontre  une  droite  donnée  de  position  en  un 
point  dont  la  distance  à  un  point  fixe  pris  sur  cette  droite  soit  égale 
à  la  distance  de  ce  point  fixe  au  point  M  de  la  surface. 

Solution.  Mêmes  axes  : 


é+^3+p+7= t  (£) 


iSu 
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CINQUANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DES  ÉQUATIONS  AUX 
DIFFÉRENTIELLES  PARTIELLES. 

Surface»  cylindriques,  —  coniques,  —  conoïdes.  —  Surfaces  de  révolu- 
tion. —  Lignes  de  niveau,  —  de  plus  grande  pente. 


SURFACES    CYLINDRIQUES. 

060.  On  appelle  surface  cylindrique  toute  surface 
engendrée  par  une  droite  indéfinie  MN  qui  se  meut  pa- 
rallèlement à  une  droite  donnée  OD,  en  sappuyant  con- 
stamment sur  une  courbe  donnée  AB,  nommée  directrice. 

Soient 

les  équations  de  la  génératrice  MJN  :  a  et  h  sont  des  coeffi- 
cients constants  qui  expriment  que  MN  est  toujours  paral- 
lèle à  OD*,  a  et  6  désignent  des 
paramètres  variables  avec  la  po- 
sition de  la  génératrice.  Soient 


(^) 


les  équations  de  la  directrice  AB. 

On  exprimera  que  cette  courbe 
et  la  génératrice  se  rencontrent,  en  éliminant  x,y  et  z 
entre  les  équations  (i)  et  (2).  Si 

(3)  |»(«,  6)  —  o 

est  le  résultat  de  cette  élimination,  il  faudra,  pour  avoir 
l'équation  de  la  surface  cylindrique,  éliminer  a  et  6  entre 
les  équations  (1)  et  (3),  ce  qui  donne 

v{x  —  (tzt  y  —  bz)  —  o, 
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OU 

(4)  /—-*»=:•(*  —  az), 

CI>  désignant  une  fonction  quelconque.  C'est  l'équation 
la  plus  générale,  en  quantités  finies,  des  surfaces  cylin- 
driques. 

(561.  Réciproquement,  toute  surface  dont  l'équation  a 
la  forme  (4)  est  cylindrique,  car  celte  surface  contient  les 
droites  parallèles  qui  ont  pour  équations 

x  —  az  =  «, 

j-  —  bz  =  S, 

les  constantes  a  et  S  satisfaisant  à  l'équation  6  =  ^(tf). 

662.  Pour  avoir  l'équation  aux  différentielles  partielles 
des  surfaces  cylindriques,  on  différenciera  l'équation  (4) 
tour  à  tour  par  rapport  à  x  et  h  y  :  en  posant 

dz  dz 

on  aura 

—  bp  —  <b'  [x  —  az  ) ( i  —  ap  ) , 

I  —  bq  =  —  <1>'  [je  —  az)  X  aq, 
d  où  résulte,  en  éliminant  (P'  (x  —  «^), 

(5)  ap  -{-  bq  =  i, 

équation  générale,  aux  différentielles  partielles,  des  sur- 
faces cylindriques. 

663.  Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  à  la 
surface  est  toujours  parallèle  aux  génératrices. 

En  effet,  le  plan  tangent  mené  par  un  point  quel- 
conque (Xyjr^  z)  de  la  surface  a  pour  équation 

Z-z=z  p(X-x)+q(Y  -y), 

et  la  condition  pour  que  ce  plan  soit  parallèle  à  la  droite 

x  —  az,      r=bz, 

est,  comme  l'on  sait, 

ap  -+-  bq  =  i . 
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664.  Pour  intégrer  l'équation  des  surfaces  cylindri- 
ques, 

op  H-  l>q  =  i , 

il  faut  d'abord  (652)  intégrer  le  système 

dx        dy 

—  =  -f=dz, 
a  h 

ce  qui  donne 

x  —  az  =  c,      y  —  bz  =  e'\ 

par  conséquent  l'équation  fj[x — azt  y — bz)  =  o,   ou 

y  —  bz  z=z  $  (.r  —  Oi)t 
est  l'intégrale  cherchée. 

665.  La  fonction  arbitraire  4>,  qui  entre  dans  1  inté- 
grale générale,  peut  être  déterminée  par  diverses  condi- 
tions. 

Si,  par  exemple,  on  veut  que  la  surface  cylindrique 
passe  par  une  courbe  donnée 

(i)  F  (x,  /,  z)  =  o,     F,  (j-,  j,  z)  =  o, 

on  fera 

(2)  x  —  az  =  â,      jy  —  bz  =  %. 

Les  équations  (1)  et  (2)  doivent  être  satisfaites  par  les 
mêmes  valeurs  de  x,  ^,  z,  pour  que  tous  les  points  de  la 
courbe  soient  sur  la  surface.  En  éliminant  x,  y,  z  entre 
ces  quatre  équations,  on  trouvera  une  relation  telle  que 
cp(a,  6)  =  o,  d  où  6  ==  4>(a)  5  on  aura  donc  par  ce  calcul 
la  forme  particulière  de  la  fonction  <P. 

666.  Si  la  surface  cylindrique  doit  être  circonscrite  à 
une  surface  donnée 

(1)  F(*,  y,  z)  =  ot 

on  commencera  par  déterminer  la  courbe  de  contact,  ce 
qui  ramènera  le  nouveau  problème  au  précédent.  Or 
l'équation  (1)  est  déjà  une  des  équations  de  cette  courbe. 
On  obtiendra  une  seconde  équation  en  exprimant  que  la 
surface  donnée  et  le  cylindre  ont  le  même  plan  tangent  en 
tous  les  points  de  celle  courbe. 
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Le  plan  tangent  à  la  surface  (i)  a  pour  équation 

L'équation  du  plan  tangent  au  cylindre  est 

Z-z  =  p(X  —  x)  -f-  7(Y-  r)  : 
on  aura  donc 


/,  - 


En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation 

ap  +  /;r/  —  i , 


185 


d¥ 

r/F 

dx 

?  = 

r/F 

dz 

dï 

on  aura 


r/F  ,    r/F  r/F 

«  __  -f_  b  -—  -h  — 
dx  dx  dz 


O. 


Les  équations   (i)  et  (2)  déterminent   complètement   la 
courbe  de  contact. 


SURFACES    CONIQUES. 

667.  On  appelle  surface  conique  une  surface  engen- 
drée par  une  droite  indéfinie  KN  qui  passe  par  un  point 
fixe  K  et  rencontre  constamment  une  courbe  donnée 
ANB. 

Soient  «,  /3,  c  les  coordonnées  du  point  K.  La  généra- 
Fip    Il8  trice  KN  sera  représentée,  dans 

une    de   ses   positions,    par    les 
équations 

\   x  —  a=:*Ç*-—c\ 

a.  et  6  étant  deux  paramètres  qui 
varient  avec   la   position   de   la 
génératrice.  Pour  trouver  la  re- 
lation qui  existe  entre  ces  paramètres,  on  éliminera  x,j 


1  86  COURS    D '  \N\1.\  il  . 

et  rentre  les  équations  (i)  et  les  équatiom 

(?.)  V(x,y,z)  =  o,      \'\(x,  jr,  z)  =  o, 

qui  représentent  la  directrice  AM5.  On  obtiendra  ainsi 

une  relation 

(3)  tf(ac,   6)  =  o, 

et  si  ensuite  on  élimine  a.  et  6  entre  les  équations   (i) 

et  (3),  on  aura  9  (5-^ï   T^t)  =  °'  °U 


r  —  h             1  x  —  a 
<t>  I 


(4)  ._e  \Z-C 

équation  générale,  en  quantités  finies,  des  surfaces  co- 
niques. 

668.   L'équation  (4),  diflerentiéepar  rapport  à  x  età y, 
donne 

z  —  c  —  (x  —  a  )p 


(y  —  b)p  ^^(x  —  « 


z  —  c 


z  —  c 


{z  -  cy 


{z—c)—(y—b)q 
(z-cy 


x  —  a 


En  éliminante'  ( ■  )  entre  ces  équations,  on  aura 


z  —  c 

{}'--b)p  z  —  c--(x  —  a)p 


z  —  c  —  [y  —  b)q  (x  —  a)q 

ou 

(5)  z  —  c  —  (x  —  a)p-\-{y—  b)q, 

équation  aux  différentielles  partielles  des  surfaces  co- 
niques. 

669.   Pour  intégrer  directement  l'équation  (5),  on  ré- 
soudra le  système 

dx  dy  dz 

x  —  a         y  —  /'         v  —  c 

qui  a  pour  intégrales 

i:  —  «  _  r       y  —  b  _ 

—  L,,  —  L.  , 

Z  C  z  —  c 
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d'où  l'on  conclut 

x-i> 

Z  C 


'«7 


<1> 


'  x  —  a  \ 

Z  —  CI 


c'est-à-dire  l'équation  (4).  La  fonction  arbitaire  4>  sera 
déterminée  par  la  condition  que  la  surlace  conique  passe 
par  une  courbe  donnée  ou  soit  tangente  à  une  surface 
donnée.  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  problèmes 
est  indiquée  aux  n°8  665  et  ()6(j. 

SURFACES    COJNOÏDES. 

()70.  On  appelle  surjace  conoïde  toute  surface  engen- 
drée par  une  droite  qui  est  toujours  parallèle  à  un  plan 
donné,  nommé  plan  directeur,  et  assujettie  à  rencontrer 
une  droite  et  une  courbe  données. 

Prenons  pour  plan  des  xy  un  plan  parallèle  au  plan 
Fig.  119.  directeur,  et  pour  axe  des  z  la 

directrice  rectiligne. 
Soient 


(■) 


't 


les    équations   de    la   directrice 


curviligne  AB. 


Les  équations  de  la  génératrice  MN  seront 

(2)  z  =  a,      y=z%x, 

et  si  l'on  élimine  #,  y,  z  entre  les  quatre  équations  (1) 
et  (2),  on  aura  une  certaine  équation 

(3)  <p  (a,  6)=^=0 

exprimant  que  la  génératrice  MN  rencontre  la  directrice 
AB.  Si  donc  on  élimine  et  et  o  entre  les  équations  (2) 

et  (3),  on  aura  qp  f  s,  —  1  =  o,  ou 

(4) 

c'est  l'équation  cherchée. 


*.♦?)' 
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(>7I.   En  différenliant  Inéquation  (4)j  ()"  aura 

'  \xj  X1 

d'où  l'on  conclut 

(5)  px+qjrt=o, 

équation  aux  différentielles  partielles  des  surfaces 
colloïdes. 

Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  en  un  point 
quelconque  contient  la  génératrice  correspondante.  En 
effet,  si  dans  l'équation  du  plan  langent 

Z  —  z  =  p(X-x)  +  q(Y  —  y) 

on  fait  X=  o,  Y=  o,  on  a 

Z  —  z  =  —  px  —  qy  =z  o. 

Le  plan  tangent  rencontre  donc  l'axe  des  z  au  même  point 
que  la  génératrice  KM,  et,  par  suite,  il  contient  cette 
droite  avec  laquelle  il  a  déjà  le  point  M  commun. 


SURFACES    DE    REVOLUTION. 

672.  Les  surfaces  de  révolution  sont  celles  que  l'on 
obtient  en  faisant  tourner  une  certaine  courbe  autour 
d'une  droite  fixe. 

Pour  plus  de  simplicité  prenons  l'origine  sur  l'axe  OD. 
Fig.  120.  Soit  AMB  la  courbe  géné- 

ratrice. Dans  le  mouvement 
de  cette  ligne  chacun  de  ses 
points  décrit  un  cercle  et 
l'on  peut  considérer  la  sur- 
face de  révolution  comme 
le  lieu  des  circonférences  de 
cercle  qui  ont  leur  centre 
sur  l'axe,  leur  plan  perpendiculaire  à  cet  axe  et  qui 
rencontrent  la  courbe  Al). 
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Soi  en  1 

a 

6 

(0 

x  =.  -  z ,      y  = 
c 

:  -  8, 
c 

les  équations 

de  la  droite  OD  et 

M 

(  /-/x  +  èjr  -+-  cz 

=  a, 

=  6, 

les  équations  du  cercle  mobile,  considéré  comme  l'inter- 
section d'une  sphère  ayant  son  centre  au  point  O  et  d'un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  OD. 

Soient 

IF  (x,   r,  z)  =  0, 
■         ; 

les  équations  de  la  courbe  AR.  En  exprimant  que  le  cercle 
et  la  courbe  se  rencontrent,  on  parviendra  à  une  certaine 
relation 

(4)  f(.«!*)==0| 

et  si  l'on  élimine  ensuite  a  et  ê  entre  les  équations  (2) 
et  (4),  on  aura 

<p  [x'1  -h  y2  -\-  s2,      ax  -f-  by  -f-  cz)  =  o 
OU 

(5)  ax  -h  by  H-  cz  =.  <J>  far*  -+-  y2  -f-  z7), 

équation  générale,  en  quantités  finies,  des  surfaces  de 
révolution. 

673.   Pour  obtenir  l'équation  aux  différentielles  par- 
tielles on  différentiera  l'équation  (5).  On  aura 

a  -f-  c p  =  2<1>'  (x2  -\-y2  -|-  z2)  [x  +  zp), 
b+cq=:  i?.<]>'(^4-jî  +  -2)  (7 -h  27), 

d'où,  en  éliminant  la  fonction  4>', 

a  ■+-  éyj x  -f-  zp 

b-\-cq       y -\-zq 
ou 

(6)  (ÇT—  ^s)/>  H-  [az  —  cx)q  =bx  —  ay, 
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équation  aux  âiffvrentieîles  partielles  des  surfaces  (!<■ 
révolution. 

674.  Cette  équation  exprime  que  toules  les  normales 
d'une  surfare  de  révolution  rencontrent  Taxe. 

En  effet,  si  l'on  élimine  X,  Y,  Z  entre  les  équations 
de  la  normale 

(    X  —  .r+/;jZ-z)  =  û, 
17  i   Y-j-W,(Z-3)  =  0, 

et  les  équations  de  l'axe 

(8)  X=-Z,      Y  =  -Z, 

c  c 

on  retrouve  précisément  l'équation  (6). 

675.  Pour  intégrer  l'équation 

(  1  )  ( cy  —  bz)  p  -h  [az  —  ex)  q  =:  bx  —  ay, 

il  faut  commencer  par  intégrer  les  équations  simulta- 
nées 

r      dx  dy  dz 


cy  —  bz        az  —  ex        bx  —  ay 

Or  si  l'on  représente  par  dt  la  valeur  commune  de  ces 
trois  rapports,  ces  équations  reviennent  aux  suivantes  : 

/  dx  —  [cy  —  bz)  dt, 

(2)  <  dy  ==  [az  —  ex)  dt, 

\dzz=r.[bx  —  ay)  dt. 

En  ajoutant  ces  équations  multipliées  respectivement 

par  x,  jv,  z,  on  trouve 

xdx  -\-  ydy  -f-  zdz  ■=:  o, 
d'où  x*-+-  yi-hz'=  C. 

Ensuite,  si  l'on  ajoute  les  mêmes  équations  respective- 
ment multipliées  par  a,  Z>,  c,  on  a 

adx  -h  bdy  -f-  cdz  =  o, 

d'où  ax  H-  by  +  cz  =  C. 
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Donc  L'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  sera 

(  3  )  ax  -f-  by  -f-  cz—  <ï>  (  .r2  -f.j>»  4-  *»). 

670.  Les  équations  (1)  et  (3)  prennent  une  forme  plus 
simple  quand  OD  est  l'axe  des  z.  Elles  se  réduisent  a 

2  =  <l>(.r2-+-jr7), 
jjy—  r/x  =  O. 

On  pourrait  les  trouver  directement. 

DES    LIGNES    DE    NIVEAU    ET    DES     LIGNES     DE     PLUS     GRANDE 

PENTE. 

077.  Soit  une  surface 

*==/(*•  y) 
rapportée  à   trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et 
supposons  le  plan  des  xy  horizontal.  On  appelle  lignes 
de  niveau  les  sections  faites  dans  cette  surface  par  des 
plans  horizontaux.  Une  ligne  de  niveau  aura  donc  pour 

équations 

z  —  //,    f(x,  y) —  h, 

h  désignant  une  constante.  On  tire  de  la  seconde  équation 

ty  _,   df  fjy  =  Q 

dx        dy  <lx 

dy  p 

ou  —  =  —  -■> 

ax  <j 

et  cette  relation  entre  les  dérivées  partielles  p  et  q  aura 
lieu  quel  que  soit  h.  Elle  exprime  que  la  tangente  à  la  ligne 
de  niveau,  en  un  point  M  de  la  surface,  est  parallèle  à  la 
trace  horizontale  du  plan  tangent  mené  à  la  surface  par 
ce  point. 

Si  l'équation  de  la  surface  était  F  (x,  y,  z)  =  o,  on 
obtiendrait  l'équation  différentielle  des  lignes  de  niveau 
en  éliminant  h  entre  les  équations 

'/F     dF  dy 
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()7X.  On  appelle  ligne  de  plus  grande  pente  (Tune 
surface  une  courbe  qui,  en  chacun  de  ses  points,  a  pour 
tangente  celle  des  tangentes  à  la  surface,  en  ce  même 
point,  qui  fait  le  plus  grand  angle  avec  le  plan  horizontal. 
Quand  la  surface  est  plane,  la  ligne  de  plus  grande  pente 
est  une  droite  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  du 
plan.  Dans  le  cas  général,  la  tangente  à  la  ligne  de  plus 
grande  pente,  en  un  point  M  de  la  surface,  doit  donc  être 
perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  au 
point  M.  Par  conséquent,  la  projection  horizontale  de 
cette  tangente  sera  aussi  perpendiculaire  à  la  trace  du  plan 
tangent. 

Or  le  plan  tangent  au  point  M  (x,  y,  z)  a  pour  équa- 
tion 

Z—z  =  />{X  —  *)  +  7(Y—  y); 

sa  trace  aura  donc  pour  équations 

Zr=0,      —  z=p(X-x)  +  q(Y-r). 

Donc  le  coefficient  angulaire  de  cette  trace  est  — -•  Celui 

*  q 

ely 
de  la  projection  de  la  courbe  de  plus  grande  pente  est  -— • 

On  aura  donc 

dy   _  q 
dx        p 

OU  pdy  =  qdx, 

équation  différentielle  qui  représente  la  projection,  sur 
le  plan  horizontal,  de  toutes  les  courbes  de  plus  grande 
pente. 

679.  La  tangente  à  la  courbe  de  plus  grande  pente  qui 
passe  par  le  point  M,  étant  perpendiculaire  à  la  trace  ho- 
rizontale du  plan  tangent,  est  aussi  perpendiculaire  à  la 
tangente  menée  à  la  courbe  de  niveau  par  le  point  M  5  de 
sorte  qu'zme  ligne  de  plus  grande  pente  coupe  à  angle 
droit  toutes  les  lignes  de  niveau,  et  réciproquement  toute 
courbe  qui  jouit  de  cette  propriété  est  une  ligne  de  plus 
grande  pente. 
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Il  résulte  de  là  que  dans  une  surface  de  révolution  dont 
l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  des  xy,  tous  les  méri- 
diens sont  des  lignes  de  plus  grande  pente,  puisqu'ils 
coupent  à  angle  droit  les  parallèles  qui  sont  évidemment 
des  courbes  de  niveau. 

680.  Appliquons  les  théories  précédentes  à  l'ellipsoïde 

a2        b7        c2 

Les  lignes  de  niveau  seront  représentées  par  les  équa- 
tions 

,2        y2  h2 

z  —  li,      --  +  —  =  ! -: 

a-        b'  c1 

elles  ont  donc  pour  projections,  sur  le  plan  des  xy,  des 
ellipses  semblables  à  l'ellipse  principale  qui  est  située 
dans  ce  plan. 

Pour  obtenir  les  lignes  de  plus  grande  pente,  il  faut  in- 
tégrer l'équation 

(i)  pdy  =  qdx. 

Mais  ici  on  a 

c7x  e*y 

En  substituant  dans  l'équation  (i)  et  simplifiant,  on 

aura 

;    ,  xdy        rdx 

(2)  -J-1F' 

équation  dans  laquelle  les  variables  se  séparent  immédia- 
tement. On  a 

,    dy  dx 

IP  —  —  a2  —  , 

y  * 

d'où 

(3)  J6t  =  (•/*)"• 

y  est  une  constante  qu'on  détermine  en  exprimant  que 
la  courbe  cherchée  passe  par  un  point  donné.  Par  exem- 
ple, si  l'on  veut  avoir  la  ligne  de  plus  grande  pente  qui. 

II.    ae  édition.  1  3 
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passe  parle  point  dont  les  coordonnées  MMil 

on  aura,  en  substituant  dans  léquation  (3), 
d'où  y  —  o.  Donc 

y  =  O 

est  l'équation  de  la  projection  horizontale  de  la  ligne 
cherchée  :  en  d'autres  termes,  la  ligne  de  plus  grande 
pente  est  l'ellipse  principale  bituée  dans  le  plan  des  zx. 
Il  est  évident,  en  effet,  que  cette  ellipse  coupe  à  angle 
droit  toutes  les  courbes  de  niveau.  La  même  chose  peut 
se  dire  de  l'intersection  de  la  surface  par  le  plan  des  zy. 

681.  Si  l'on  cherchait  la  courbe  de  plus  grande  pente 
passant  par  le  sommet  situé  sur  l'axe  des  z,  l'équation 

(3)  y*—\i*Y 

se  réduirait  pour  ce  point  à 

et  ne  déterminerait  pas  y.  Et  cela  doit  èlre,  car  en  ce 
point  le  plan  tangent  à  la  surface  est  horizontal,  et  la 
courbe  de  niveau  se  réduit  à  un  point.  Toute  droite  pas- 
sant par  ce  sommet  et  située  dans  le  plan  tangent  peut 
donc  être  considérée  comme  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  niveau,  et  par  suite  comme  tangente  à  une  ligne  de 
plus  grande  pente. 
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CINQUANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

SUITE  DES  APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUES   DES  ÉQUATIONS 
AUX  DIFFÉRENTIELLES  PARTIELLES, 

Surfaces  développables.  —  Intégration  de  l'équation  des  surfaces  déve- 
loppables. —  Surfaces  réglées.  —  Kquation  de  la  corde  ribrante. 


DES    SURFACES    DÉVELOPPABLES. 

682.  On  nomme  surfaces  développables  celles  qui 
étant  supposées  flexibles  et  inextensibles  peuvent  s'appli- 
quer sur  un  plan  sans  déchirure  ni  dnplieature.  Telles 
sont  les  surfaces  cylindriques  et  les  surfaces  coniques. 

Toute  surface  développable  peut  être  considérée  comme 
étant  le  lieu  des  tangentes  à  une  certaine  courbe,  nommée 
arête  de  rebroussement  de  la  surface.  Il  n'y  a  d'exception 
que  pour  le  cône,  où  l'arête  de  rebroussement  se  réduit  à 
un  point,  et  pour  le  cylindre,  où  cette  courbe  passe  à 
l'intini  ;  mais  comme  nous  avons  déjà  examiné  ces  cas 
particuliers,  nous  en  ferons  abstraction  dans  ce  qui  suit. 

683.  Soient 

(0  *=/(*),     7  =  ?W, 

les  équations  de  l'arête  de  rebroussement.  Les  équations 

de  sa  tangente  en  un  point  (se,  c,  y)  seront 

-    j  j  *-/(7)=/'(yH*-7), 

<  y—  ?(v)  =  ?'(y)  (z  —  v)« 

En  éliminant  y  entre  ces  équations,  on  aura  l'équation 
de  la  surface  développable.  Mais  au  lieu  d'opérer  cette 
élimination  qui  ne  peut  se  faire  qu'en  particularisant  la 
forme  des  fonctions^eto,  nous  allons  chercher  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles,  indépendante  de  ces  fonctions, 
et  qui  exprimera  une  propriété  commune  à  toutes  les 
surfaces  développables. 

i3. 


(3) 
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()84.  Les  équation!  (2)  déterminent  z  et  y  quand  x  et 
)  sont  connus.  On  peut  donc  considérer  z  cl  y  comme 
des  fonctions  de  x  et  dey.  En  différent  i  a  ni  tour  à  tour 
ces  équations  par  rapport  à  x  et  à  y,  on  aura 

.-/'(v)g=/'(v)(,-È)+/"(v)(Z-v);^ 

-/'(v)g=/'(v)(7-;g)+/T,)(Z-v)g, 

-  f'(T)  g  =  T'(7)  (p  -g)  +  ?»  (7)  (z  -  7    g, 

—  1  (7)  g  =  ?'(7)  («  -  g)  +  »"(»)  («  -  7)  g? 
ou  bien,  en  simplifiant, 

<=^/'(7>+/"(7)(z-7)£' 

o  =  v/'(7)+/"(7)  ;*-7)t.' 

o-/"/(7)+?"(7)(=-7)J- 

(I  =  „'(7)  +  /'(Y)(Z-7)g;. 

Or,  on  peut  éliminer  entre  ces  quatre  équations 
(z  —  7)  —>  (2 —  v)  -;■-  et  y,  et  il  restera  une  relation 
entre  p  et  <y, 

(5)  >==jBT(y), 

équation  du  premier  ordre  qui  convient  à  toutes  les  sur- 
faces développables,  mais  dans  laquelle  il  entre  encore 
une  fonction  arbitraire. 

685.  Ce  résultat  s'accorde  avec  ce  que  nous  avens 
trouvé  pour  ies  surfaces  cylindriques  dont  l'équation  aux 
différentielles  partielles  est 

ap  -f-  bq  =  i . 


(4 
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11  semble  qu'il  y  ait  exception  pour  les  surfaces  co- 
niques dont  l'équation  aux  différentielles  partielles  est 

[x  —  a)p  -\-(y  —  b)qz=zz  —  c; 
mais  si  Ton  prend  l'équation  en  quantités  finies 

z  —  c  =  cp     \{x.  —  a  ), 

\&  —  Q.J 

on  voit  que  z —  c  étant  une  fonction  homogène  du  pre- 
mier degré  do  j — b  et  de  x —  a}  p  et  q  seront  des  fonc- 
tions homogènes  et  du  degré  o  des  mêmes  différences 
(I,  Vil)  ;  on  aura  donc 

\x  —  a  )  \x —  a  ] 

Y  —  h 
et  en  éliminant on  obtiendra  une  relation  entre  n 

x  —  a  ' 

et  q.  Celte  relation  dépendra  de  la  fonction  <p,  tandis  que 
dans  le  cylindre  la  relation  entre/?  et  q  ne  dépend  que  des 
constantes  qui  définissent  la  direction  des  génératrices. 

686.  L'élimination  indiquée  au  n°  684  peut  se  faire 
comme  il  suit.  En  ajoutant  la  première  et  la  troisième 
équation  du  système  (4),  respectivement  multipliées  par 
c/'fy)  et  — j"{y)i  on  aura 

(5)  T',(7)-/4//(7)?"(7)-?'(7)/V/r/)]. 

La  seconde  et  la  quatrième  équation  traitées  de  la 
même  manière  donnent 

(<">)  /"{7)  =  '/W'(Y)/"(7)-/'(7)ï"(7)]- 

Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  éliminer  y  entre  les  deux 
dernières  équations. 

687.  Soif 
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l'équation  aux  dérivées  partielles  et  du  premier  ordre. 

résultant  de  l'élimination  précédente.  Posons 

dp       d 2  z 
dx         dx2 

dp         d(j  d  ■  z 


dy         d.r         dx  dy 

dq         d2z 

dy         dy1 

En  différentiant  l'équation  (7),  nous  aurons 

r==  cr'(r/).v, 

d'où,  en  éliminant  n'(q), 

(8)  *2  —  rt  =  o, 

équation  qui  ne  renferme  aucune  trace  des  fonctions  par- 
ticulières f  et  ç.  C'est  l'équation  aux  dérivées  partielles 
et  du  second  ordre  des  surfaces  développables. 

INTÉGRATION    DE    l'ÉQUATIOJN    AUX    DIFFÉRENTIELLES 
PARTIELLES    DES    SURFACES    DÉVELOPPABLES. 


dp  d<J 

dy        dx 


)88.   Puisque 


l'équation 

(  ï  )  s2  —  rt  ==  o 

revient  à  la  suivante 

dy     d.r.         dx    dy 

De  là  résulte  que  les  dérivées  partielles  des  fonctions  p 
et// sont  proportionnelles.  Donc  [Note  à  la  fin  de  la  leçon) 
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p  est  une 

certaine 

fonction  de  q.  Soit 

(3) 

p=  vj[q)  : 

on   aura 

mais 

dq         dp 
dr,         dy 

donc 

(4) 

— -   _    CJ     17J--9 

»99 


équation  linéaire  par  rapport  à  p.  Pour  l'intégrer,  il  faut 

résoudre  le  système 

dy  dp 

ur'(q)  ~    O  ' 

dont  les  intégrales  sont 

p  —  cc, 

xra'  (q)  4- J==  6, 

Une  première  intégrale  de  l'équation  (i)  est  donc 

(5)  xJ{i)+y~?(p), 

F  désignant  une  fonction  arbitraire,  ou  bien,  à  cause  de 

l'équation  (4), 

xdp  -f-  ydq  r=  F  (/?  )  dq . 

Mais  xdp  -\-jdq  est  la  différentielle  de  px -+- qy  - — z. 
Donc 

(6)  jwr  4-  qy  —  s  := J  F  (/>)  rfy. 

En  éliminant  p  et  <7  entre  les  équations  (3),  (5)  et  (6), 
on  aura  l'équation  de  la  surface, 

(7)  %(*>  J'>  z)  =  o, 

qui  renfermera  deux  fonctions  arbitraires. 

689.   Démontrons  maintenant  que  l'équation 

(  1  )  '  .v2  —  rt  —  o 

ne  convient  qu'aux  surfaces  développables. 
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Soient 

(2)  p=xm(q) 

l1  équation  du  premier  ordre  qui  résulte  d'une  première 
intégration,  et 

(3)  xfa  J'y  z)  =  <> 

l'équation  obtenue  en  intégrant  une  seconde  fois.  Pour 
démontrer  que  la  surface  que  cette  dernière  représente 
est  développable,  il  faut  faire  voir  qu'on  peut  la  considé- 
rer comme  le  lieu  des  tangentes  à  une  certaine  courbe  : 

(4)  **=/(*},     J  =  ?(5). 

Or,  a,  6,  y  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  cette 
courbe,  on  a  vu  (686)  qu'on  obtenait  une  relation  entre 
p  et  q  en  éliminant  y  entre  les  deux  équations 

I  f" (1)  =  p\ f ' ith" h) -f'W)f "(■!)}, 

(    '  l/*(7)  =  7[?'(7)/'(7)  -/'(V)  î"(v)]- 

Pour  que  la  surface  développable  dont  l'arête  de  rc- 
broussement  est  la  courbe  (4)  coïncide  avec  la  surface  (3), 
il  faut  que  l'élimination  de  y  conduise  à  l'équation  (2)  ; 
par  conséquent,  on  devra  obtenir  une  identité  si  l'on 
porte  dans  l'équation  (2)  les  valeurs  de  p  et  de  q  tirées 
des  équations  (5),  et  l'on  aura  ainsi  une  première  rela- 
tion 

(6)  F[/'(y),/"(7)>  ï'(7),  ï"(ï)]  =  o 

entre  les  fonctions/  et  cp.  On  en  obtiendra  une  seconde 

(7)  •  x[y>/(7),  ï(v)1=o 

en  exprimant  que  la  courbe  (4)  est  sur  la  surface  (3). 
Les  équations  (6)  et  (7)  font  connaître  f  (y)  et  ^(7). 
L'arête  de  rebroussementesl  donc  complètement  détermi- 
née, d'où  résulte  que  l'équation  (3)  représente  bien  une 
surface  développable. 
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DES    SURFACES    RÉGLÉES. 

690.  Les  surfaces  développantes  sont  un  cas  particulier 
des  surfaces  réglées,  c'est-à-dire  de  celles  qui  s'engen- 
drent par  le  mouvement  d'une  ligne  droite.  On  nomme 
surface  gauche  toute  surface  réglée  qui  n'est  pas  dévelop- 
pa Lie. 

Soient 

!.r  =  a  z  -f-  a , 

les  équations  d'une  droite  :  si  a,  b,  a,  6  sont  des  fonc- 
tions d'une  même  indéterminée  y,  en  faisant  varier  y 
d'une  manière  continue,  la  droite  (i)  se  déplacera  succes- 
sivement dans  l'espace  et  engendrera  une  surface  réglée. 
On  aurait  l'équation  de  la  surface  en  éliminant  y  entre 
les  équations  (i). 

Les  quatre  paramètres  variables  «,  &,  a,  6  étant  des 
fonctions  d'une  même  indéterminée,  on  peut  considérer 
trois  d'entre  eux  comme  des  fonctions  du  quatrième.  On 
peut  même  considérer  a,  /?,  a,  6  comme  des  fonctions  de  a: 
et  de  y.  Car  si  l'on  élimine  z  entre  les  équations  (i),  on 
aura  une  relation  entre  x,y  et  les  paramètres  a,  b,  a,  6 
qui  sont  des  fonctions  de  y.  On  peut  donc  dire  que  y,  et, 
par  suite,  «,  Z>,  #,  o  sont  des  fonctions  de  x  et  dey. 

691.    Diflérentions  l'équation 

./•  =  nz  -\-  y. 

tour  à  tour  par  rapport  à  i  et  à  y,  en  regardant  a  et  oc 
comme  des  fonctions  de  ces  deux  variables  :  nous  aurons 

.     .  da         ii y. 

(2)  i  =zap-\-z  —  -f-  — -, 

ax        dx 

,  0  N  (la  <l  a 

[3)  0  =  flr/-j-z-+    ~ 

tir        (h 
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Ajoutons  ces  équations  respectivement  multipliées  par  — 

da  . 

et —  :  en  observant  que 

dx  l 

fie/,  da         dy.   da 
dx  dy         dy  dx 

puisque  a  et  a  sont  fonctions  l'un  de  1  autre,  comme  étant 
fonctions  du  même  paramètre  y  ['voir  la  Noie  h  la  fin  de 
la  leçon),  nous  aurons 

.  da  f    da  da  \ 

(4)  Hj  =  a\l'Ty-'1Txy 

On    aurait    de    même,    en    différent]  ant     1  équation 

y  =  bz  H~  ê, 
.. .  da  f    da  da 

(5)  Tz  =  h\iTx-*'Ty 

c.  „.     .        t  da     da  f 

oi   maintenant  on  élimine  le  rapport  —  \  — -  entre  les 

1  L  dx     dy 

équations  (4)  et  (5),  mises  sous  la  forme 

da  .  da 

da  .  da 

on  aura 

(i  —  ap){\  —  bq)-~abpq  —  o, 

ou 

(6)  a/?-{-bq  —  i, 

équation  différentielle  du  premier  ordre,  renfermant  seu- 
lement deux  fonctions  de  l'indéterminée  y.  En  ayant 
égard  à  cette  relation,  les  équations  (4)  et  (5)  peuvent 

s'écrire 

!      da  da 

\      dy  dx 

M  '  ,  Hb  ,lb 

b V-  a  — •  =  o. 


dy  dx 

692.   Cherchons  maintenant  l'équation  aux  difleren- 


CINQUANTE -TT.OIS iOIE    LEÇON.  2ô3 

tiellcs  partielles  du  second  ordre.  En  difleren liant  tour 

à  tour  l'équation 

ap  -(-  bq  —  i 

par  rapport  à  x  et  j0  nous  aurons 

dd  db 

',r+hS  +  l'Tr  +  ''TxZ=Z^ 

da  db 

as  -\-  ht  -f-  p  — f-  a  —  =r  o. 

dy  df 

En  ajoutant  ces  équations  multipliées^  la  première  par  «, 

la  seconde  par  b,  et  en  ayant  égard  aux  équations  (7), 

nous  aurons 

a'  r  -\-  1 abs  -f-  b7t  =  o, 

a 
ou,  en  posant  j  =  c, 

(8)  r2/'+  2«  -h^  =  o, 

équation  du  second  ordre  ne  renfermant  plus  qu'une  seule 
fonction  arbitraire  c. 

093.   Posons 

d3  z        dr 

2â?~""2r  .      *' 

d*z  dr         ds 

tl.rui)  dy  dx 

d3  z  dt         ds 

dx.dy1        dx        dy 

d3z        dt 
dy  "  .  dy  " 

Différentïons  l'équation  (8)   tour  à  tour  par  rapport  à 
x  et  à  ■>■■  :  il  viendra 

de  de 

eu  -f-  'icv  -{-  w  -f-  1er f-  1  s —  es  o 

dx  dx 

de  de 

c2  9  4-  2c<r-|-  m  -f-  1er  ~ (-  1  s —  —  o. 

dy  dy 

Multipliant  la  première  par  c  et  ajoutant,  il  vieni 

(9)  ru  -f-  3rV  -}-  3  etv  -J-  y  —  o; 
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de  de  ,  .     .,  i       '  •  /    \ 

car  C      -H est  nul  en  vertu  de  I  une  des  en  tintions    7), 

dx        dy 

r        .        -.  de        de 

puisque,  c  etanl  Jonction  de  n,  — -  et  —  sont  proportion  - 

M       ,  da       (la 
ncl les  a  -—  et  —  • 
dx       dy 

L'équation  aux  dérivées  partielles  et  du  troisième 
ordre  résultera  de  l'élimination  de  c  entre  les  équa- 
tions (8)  et  (9). 


ÉQUATION    DE    LA    CORDE    VIBRANTE. 

694.  On  démontre  en  Mécanique  que  le  mouvement 
des  différents  points  d'une  corde  vibrante,  fixée  à  ses 
deux  extrémités,  est  représenté  par  l'équation  aux  dérivées 

partielles  du  second  ordre 

d1  a  d2 11 

(0 


dy2  d.r? 

A  p~~  B  J 

MP  =  «,  AP  =  .r  sont  les  coor- 
données rectangulaires  d'un  point  quelconque  de  la  corde, 
l'origine  étant  prise  à  l'extrémité  A;  enfin  y  désigne  le 
temps. 

Pour  intégrer  l'équation  (1),  prenons  deux  nouvelles 
variables  a  et  ê,  liées  aux  variables  x  ely  par  les  équa- 
tions 

(  2  )  a  =  x  -f-  ay,     6  ==  x  —  ajr. 

Si  de  ces  équations  on  lirait  les  valeurs  de  x  et  de  y  en 
a  et  ê  et  qu'on  les  portât  dans  la  fonction  cherchée  u, 
cette  dernière  deviendrait  une  fonction  explicite  de  a  et 
de  6.  On  peut  donc  considérer  u  comme  une  fonciion  de 
a  et  de  o.  On  aura  alors,  à  cause  des  équations  (2), 

du         du         du 
dx         da.        d$ 

d2  u         d"1  u  (Pu  d2  u 

— f-  ?, 1 .. 

dx2  dot}  dy.dG  do2 
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On  trouverait  de  même 

d2n  (  d- it  du  d2  u 

il- 7.  — 


dj2  \ilyr  dadp        dr(? 

En  portant  ces  valeurs  dans   l'équation  (i),  on   aura, 
après  les  réductions, 

Cette  équation  est  facile  à  intégrer.  Elle  peut  s'écrire  : 

du 

— —  =  tr, 

(la. 

donc  — -  ne  dépend  pas  de  a,  et  l'on  a 

du  . 

ri  désignant  une  fonction  arbitraire.  On  en  déduit 

u  z=^    J  d(ê)r/S  -f-  cp(a), 

et  par  conséquent,  en  représentant  par  ^(ê)  l'intégrale 
u(6)do,  ty  désignant  encore  une  fonction  arbitraire, 


/ 


on  aura 

u  =  <p  (  a  )  -I-  -l   6  ' , 

c'est-à-dire 

(4)  »==*('*•+  «r)4-  +  (.r  —  «/). 

Telle  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  ;  on  peut 
d'ailleurs  la  vérifier  par  la  dilïércntiation.  On  trouve  : 

_  =  f(x  +  *j)  -j-  4.*  (x  —  ajr)t 


206  cm  us  d'analyse, 

On  a  donc  l)i<'n 


(l7U 


(395.  L'intégrale  générale  contient  deux  fonctions 
arbitraires  çp  et  ip  qui  se  déterminent  par  deux  condi- 
tions dictinctes.  Ordinairement  on  suppose  connues  l'or- 
donnée u  et  sa  dérivée  —  pour  tous  les  points  de  la  corde, 
à  l'origine  du  temps,  c'est-à-dire  pourj^  =  o.  Alors  u  et 
la  vitesse  verticale  —  de  chaque  point  sont  des  fonctions 
données  de  x.  Posons 

//,  =/(.r),      -~—fx{x),    pour  j=o. 

On  aura,  en  faisant  y  =  o  dans  l'équation  (4)  et  dans  sa 
dérivée 

ç(ar)  -+-  •h{x)—f[x), 

De  cette  dernière  on  déduit 

•      ?(*)  —  *(•*)  =  ;;    f/(*),/.r-r-C  =  F(;r)-r-C, 

F  (x)  étant  une  fonction  connue  et  C  une  constante  arbi- 
traire. Par  conséquent  on  a 

?(x)==l|/(.r)  +  F(.r)-f-c], 

on  aura  donc 
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La  valeur  de  u  est  complètement  déterminée.  Comme  on 
devait  s'y  attendre,  la  constante  C,  introduite  dans  le 
cours  du  calcul,  a  disparu  d'elle-même. 

Note.  —  Quand  deux  quantités  a  et  a  sont  fonctions 
l'une  de  l'autre,  leurs  dérivées  partielles  sont  proportion- 
nelles; car  de 

a  =s  cp  (  a  ) 

on  tire 


d'où 


ou 


(la  d  y.         (la  du 

dx         '        '  dx        dy  '       dy 


(la      (la  dy.      d  y. 

dx     dy        dx     dy 


du  da        d  a  da 
dx  dy        dy  dx 

comme  on  l'a  écrit  au  n°  691,  p.  202. 

Réciproquement,  quand  les  dérivées  partielles  de  deux- 
quantités  sont  proportionnelles,  leurs  différentielles  to- 
tales sont  aussi  proportionnelles.  Donc  ces  quantités  sont 
en  même  temps  variables  ou  constantes.  Donc  l'une  est 
fonction  de  l'autre. 

EXERCICE. 

\  .  Discuter  la  surface  r< •présentée  par  l'équation 

[arx  -+-  b  {x2  +  z2  )]2  =  lrK2x2  + 1)1  (Ra  —  (r)z\ 

Solution.  Surface  engendrée  par  une  droite  assujettie  à  rencon- 
trer une  droite  donnée  et  deux  circonférences  données. 


aoî 
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COURBURE  DES   SURFACES. 

Courbure  d'une  ligne  située  sur  une  surface.  —  Théorème  de  Meunier.  — 
Courbure  d'une  section  normale.  —  Sections  principales.  —  Variation 
des  rayons  de  courbure  des  sections  normales  laites  en  un  même  point 
d'une  surface.  —  Détermination  des  ombilics. 


COURBURE    D'UNE    LIGNE   SITUÉE   SUR   UWK    SURFACE  DOUMÉE 

696.  Soit 

(  0  /(•*>   y  y    z)=0 

l'équation  d'une  surface.  Posons,  pour  abréger, 


dx2 


dz 

dx=P> 
d2z 


dz 

d'y 


dxdy 


d\ 


=  t. 


Considérons  une  certaine  courbe  CL  passant  par  un 

point  M  (x,  y,  z)  de  la 
surface  (i).  Soit  0  l'angle 
que  le  rayon  de  courbure 
R  de  cette  courbe  au  point 
M,  dirigé  suivant  la  droite 
MN,  fait  avec  la  normale 
MP  à  la  surface  au  même 
point. 

La  normale  MP  ayant  pour  équations 

X  —  x=^ — p(Z  —  z), 

Y-X  =  -q(Z-z), 

fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  respecti- 


vement 


—  P 


—  9 


V/i-h/?2-!-?2         \i+^2  +  ry2         ^I-+-/d'-H 


CINQUANTE- QUATRIÈME    LEÇON.  200, 

Le  rayon  de  courbure  MN  fail  avec  les  axes  des  angles 
qui  ont  pour  cosinus 

dx  dy  dz 

d  —  d  —  d  — 

dl  dl  dl 

R"T/T'     K~dT'     R~dT' 

en  désignant  par  dl  la  différentielle  de  lare  de  courbe. 

On  aura  donc 

dx  dr  dz 

d  —  d  ——        d  — 

dl  dl  dl 

\~  p~di       q~dT~]    dT / 

(i)  cos9=R-^ — • 

y/i  -+-  p2  -h  q1 

Or  on  a 

dz  ■=  pdx  -f-  qdy, 

d'où 

dz  dx  dy  dx  dy 

d  —  =:  pd \-  qd  —  -4-  dp \-  dq  — < 

dl         '      dl  '     dl  '    dl   ^     Y  dl 


M 


ai  s 


dp  =  rdx  -+-  sdy,      dq  =  sdx  -+-  tdy  ; 


donc 


dj-p''^-''dt=[  rdx + sdy  ]  w  +  (xdx +ld^tr 


ou 


,  dz  ,  dx  ,  dy 

d —  d —  rf  — 

dl  dl  dl  fdxY  dx   dy  I dy 


dl         '      dl        /     dl  \dl  )  dl    dl  \dl 

Ou  a,  par  conséquent, 

fdxy-  dx  (h  I  dyY 

cosO  =  R  — ^ '- ,  i '—, 

d'où 


(3)  R^  tf,  *>»  +  *•«•• 


dx\2  dx  dy  l  dy 

r[7,i)  p*' -didi  +  * [Tl , 

II.  2e  édition.  l4 
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Mais  —  >  —  sont  les  cosinus  des  angles  que  la  tartgente 

(Il      (IL 

à  la  courbe  considérée  fait  avec  l'axe;  des  X  et  celui  des  j  . 
En  désignant  ces  angles  par  a  et  6,  on  aura 

sji  -h  //'  -t-  77cos0 
'^)  "  r  cos2 a  -+-  2  s  cos  a  cos  o  -+-  t cos2  6 

formule  qui  donne  le  rayon  de  courbure  d'une  section 
quelconque  faite  dans  une  surface,  en  un  point  donné. 

697.  La  valeur  de  R  devant  être  positive,  il  faut  que 
cos0  soit  de  même  signe  que  le  dénominateur.  Ainsi 
l'angle  0  doit  être  aigu  ou  obtus  selon  que  ce  dénomina- 
teur est  positif  on  négatif,  ce  qui  détermine  dans  quel  sens 
le  rayon  de  courbure  doit  être  porté  sur  la  direction  de 
la  normale  principale. 

THÉORÈME    DE    MEUNIER. 

698.  Si,  dans  la  formule  précédente,  on  suppose 
cos0  =  =i=  1,  c'est-à-dire  si  le  plan  osculateur  passe  par 
la  normale  à  la  surface,  on  aura,  en  désignant  par  p  le 
rayon  de  courbure  de  la  section  normale, 

(  5  )  t-        /•  cos2  a  .4-  2  s  cos  a  cos  6  -f-  t  cos2  S 

et,  par  suite, 

/(5)  R  —  pcosG. 

De  là  ce  théorème  dû  à  Meunier  :  Le  rayon  de  courbure 
en  un  point  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  une  sur- 
face est  égal  au  produit  du  rayon  de  courbure  de  la  sec- 
tion normale  qui  contient  la  tangente  à  la  courbe,  mul- 
tiplié par  le  cosinus  de  V angle  que  ce  plan  fait  avec  le 
plan  osculateur  de  la  courbe. 

699.  Si  Ton  considère  deux  courbes  planes  ayant  la 
même  tangente  au  point  M  et  situées,  Tune  dans  un  plan 
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oblique,  l'autre  dans  un  plan  normal,  on  peut  encore 
énoncer  le  théorème  de  Meunier  en  disant  que  le  rayon 
de  courbure  dune  section  oblique  est  la  projection  sur 
le  plan  de  cette  courbe  du  rayon  de  courbure  de  la  sec- 
tion normale. 

Par  conséquent,  si  une  sphère  a  le  même  centre  et  le 
même  rayon  que  le  cercle  de  courbure  de  la  section  nor- 
male, tous  les  plans  menés  par  la  tangente  à  la  section 
normale  couperont  la  sphère  suivant  de  petits  cercles  qui 
seront  les  cercles  oscillateurs  des  sections  obliques  laites 
dans  la  surface  par  ces  différents  plans. 


COURBURE    DES    SECTIONS    NORMALES. 

700.   La  formule  (3)  du  n°  (596  peut  s'écrire 


V  ' 


</-cosQ 


0 


R  = 


(Il 

(I.V 


dy  I  dy 

dr  \  dx 


Prenons  maintenant  le   point  (.r,  r,  z)  pour  origine 

des  coordonnées,  et  pour  plan  des  xy  le  plan  tangent  à  la 

surface  en  ce  point.  L'axe  des  z  sera   la  normale  et  Ton 

Fig.  p23.  aura  /?  =  o,  q  =  o.  En  désignant 

par  y  l'angle  que  la  tangente  OT 

fait  avec  l'axe  des  ;r,  on  a 


dr 
~dî 


cos<p, 


dl 


sin  o. 


D'ailleurs,  puisque1  le  plan 
oscillateur  est  normal,  on  a 
cosÔ  =  zhi,  selon  que  le  rayon  de  courbure  est  dirigé 
dans  le  sens  de  l'axe  des  z  ou  dans  le  sens  opposé.  On 
aura  doue 

dbi 
rcos8ç  H-  2Jsin«pcoscp  -\-  t  sin'y 

mais  on  peut  supprimer  le  double  signe  et  écrire  simple- 

>4- 


a  1 2 
nient 
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(•>)  f,  =  : , 

/•eos'cj;  4- 2.vsincpcosy-h /siri  y 

pourvu  que  l'on  convienne  de  porter  la  valeur  absolue  du 
rayon  sur  l'axe  des  z  dans  le  sens  des  z  positifs  si  le  dé- 
nominateur est  positif,  et  dans  le  sens  opposé  si  ce  déno- 
minateur est  négatif. 


SECTIONS    PRINCIPALES. 

701 .  Si  le  plan  normal  tourne  autour  de  l'axe  des  z,  le 
rayon  p  variera  en  même  temps  que  l'angle  ©.  Proposons- 
nous  de  trouver  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de 
ce  rayon.  Comme  ces  valeurs  correspondent  au  minimum 
et  au  maximum  du  dénominateur  dans  la  formule  (2),  il 
faudra  égaler  à  o  la  dérivée  de  ce  dénominateur;  on  aura 

[t —  /•)  2sin<j>cos<p  -f-  2.y(cos2<p  —  sin2ç/)  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

^3)  s  tang2<p  +  (/•  —  f)tang<p  —  s  =  o. 

Cette  équation  donne  pour  tang©  des    valeurs  réelles, 

dont  le  produit  est  égal  à  —  1 . 
Comme  d'ailleurs,  en  faisant 
varier  l'angle  cp  de  o  à  7:,  on 
obtient  tous  les  plans  nor- 
maux qui  passent  par  le  point 
O,  il  suffira  de  considérer  les 
deux  angles  plus  petits  que 
1800  qui  correspondent  aux 
deux  racines  de  l'équation.   L'un   étant  désigné  par  a, 


l'autre  sera  nécessairement 


77 


a. 


Par  conséquent,  si  l'on  trace  sur  le  plan  des  xj  deux 
droites  OH  et  OK,  faisant  avec  Ox  les  angles  a  et  a  -h  -• 
les  sections  normales  situées  dans  les  plans  s  OH,  2OK. 
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correspondront  aux  rayons  de  courbure  maximum  et  mi- 
nimum. En  effet,  la  dérivée  du  second  ordre  de  -  est 

P 
i  (t  —  r)  (cos2  o>  —  sin2  <p)  —  S^sin  cpcos<y, 

et  celte  expression  prend  des  valeurs  égales  et  de  signes 

contraires  quand  on  y  remplace  <p  par  a  et  par  oc  -\ 

Remarquons  qu'il  s'agit  ici  d'un  maximum  et  d'un  mini- 
mum analytiques,  en  sorte  que  si  les  deux  valeurs  précé- 
dentes étaient  de  signes  contraires,  celle  qui  serait  un 
minimum  négatif  pourrait  être  un  maximum  en  valeur 
absolue. 

Les  droites  OH  et  OK,  faisant  avec  Taxe  Ox  des  angles 

dont  la  différence  est  -i  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Donc  les  plans  zOH  et  2OK,  qui  déterminent  sur  la  sur- 
face deux  courbes  planes  à  courbure  maximum  ou  mi- 
nimum, sont  perpendiculaires  entre  eux.  On  donne  aux 
sections  faites  par  ces  plans  le  nom  de  sections  principales. 

VARIATION    DE    COURBURE    DES    SECTIONS    NORMALES. 

702.  Prenons  maintenant  pour  plans  des  xz  et  des  yz 
les  plans  des  sections  principales.  Les  valeurs  de  y  cor- 
respondant au  maximum  et  au   minimum  du  rayon  de 

courbure  devront  être  o  et  -•  Or  l'équation 


s  tang2  <j>  -f-  (r  —  t)  tang  <p  —  s  =  o 

ne  donnera  pour  tang  çp  les  valeurs  o  et  00  que  si  s  =  0. 
Par  conséquent,  la  valeur  de  p  prendra  la  forme  plus 
simple 


1 


(1)  p= 

rcos2<p  -f-  tsmJo 

et  Ton  déduira  de  cette  expression  les  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux  p'  et  p",  en  faisant  tour  à  tour  cp  =  o 
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ci  <jp  =:  — ?  ce  (pu  donnera 

p  =  -ï     p  =     • 

ou  bien  —  =  /•,       —  =  t. 

P 

Ainsi,   les  dérivées  partielles  r  et   t  représentent    les 

deux  courbures  principales  au  point  O. 

703.   Les  valeurs  de  p'  et  de  p"  peuvent  être  introduites 
dans  l'expression  générale  de  la  combine.  On  a 


i 

-  =  rcoS'y  -f-  t  sm2ip  ; 


on  aura  donc 


(  1  )  -  =  -  COS2  y  -f-  —  Slll  "  <t  , 

P  P  P 

formule  qui  donne  la  courbure  d'une  section  déterminée 
par  un  plan  normal  faisant,  avec  la  section  principale 
•zOx,  un  angle  cp. 

De  là  les  conséquences  suivantes.  En  premier  lieu,  l'ex- 
pression (2)  ne  change  pas  quand  on  met  à  la  place  de  o 
son  supplément  :  donc  deux  sections  normales  égale- 
ment inclinées  sur  une  section  principale  ont  des  rayons 
de  courbure  égaux  et  de  même  signe. 

Si  l'on  désigne  par  px  le  rayon  de  courbure  d'une  sec- 
tion normale  perpendiculaire  à  celle  qui  fait  avec  le  pîau 
principal  zOx  l'angle  9,  on  aura 

(o)  —  = —smJ<f  -\ — -cosJcp, 

P'        P  P 

et  si  l'on  ajoute  les  équations  (2)  et  (3), 

i        1         1  1 

-H--  =-  +  -• 
P        Pi. ...  P         P 

Donc  /a  somme  des  courbures  de  deux  sections  nor- 
males perpendiculaires  entre  elles  est  constante. 

70  i.   Nous,  allons  maintenant  discuter  la  valeur  gêné- 
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raie  de  p  en  nous  servant  de  la  formule 

'   .  i        cos'-'o)        sina<p 

(')  -= — T^-^-ir-' 

P  P  P 

Supposons  d'abord  p'  ni  p"  tous  deux  positifs,  et  p'^>  p" . 
Dans  ce  cas,  la  formule  (i)  donne  pour  p  une  valeur  tou- 
jours positive.  Par  conséquent,  toutes  les  sections  nor- 
males sont  situées  au-dessus  du  plan  tangent  et  la  surface 
est  convexe  autour  du  point  O.  Si  p'  et  p"  étaient  négatifs, 
la  surface  serait  encore  convexe,  mais  située  au-dessous 
du  plan  tangent. 

En  mettant  l'équation  (i)  sous  la  forme 

(2)  7  =  ;7-+-  (^-ijsill2t' 

p      p        p       p  / 

on  voit  que  -  augmente    depuis  —  jusqu  a  — ?  quand  cp 

1  S      ™  I        1  /  A         1  .  1       .  ,,       1 

croit  de   o   a  ->  et  que  -  décroît  depuis  —  jusqu  a  -•> 

quand  <p  varie  de  -  à  7T. 

Dans  le  cas  où  pr  ==  p",  la  formule  (2)  donne 

1         1 

ou  p  =  p'  quel  que  soit  <jp.  Toutes  les  sections  normales  au 
point  O  ont  donc  la  même  courbure.  On  dît  alors  que  ce 
point  est  un  ombilic. 

705.  Supposons  maintenant  que  p' et  p"  aient  des  signes 
contraires  et  que  p"  soit  négatif.  En  mettant  les  signes  en 
évidence  dans  l'équation  (1),  nous  aurons 


(3) 

0 


1         cns2cp        sin2o 


Pour  o  =  o,  on  a  p  =  p'.  L'angle  <p  croissant  de  o  à  la 
valeur  ô  donnée  par  l'équation 


tanga6  =  £-, 

P 
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p  croît  depuis  a'  jusqu'à   l'infini.   Au  delà  de  frssê,   û 
devient  négatif  cl  décroît  jusqu'à  p",  valeur  qui  correspond 

à  y  =  — •  Les  valeurs  de  p  se  reproduisent  ensuite  dans 

Tordre  inverse. 

Dans  ce  cas,  la  surface  est  en  partie  au-dessus  du  plan 
tangent,  en  partie  en  dessous. 

DÉTERMIJNATIOJN    DES    OMBILICS. 

706.  Pour  trouver  les  ombilics  d'une  surface,  il  faut 
chercher  les  points  où  le  rayon  de  courbure  des  sections 
normales  a  la  même  valeur,  quel  que  soit  le  plan  mené 
par  la  normale. 

Reprenons  la  formule  (i)  du  n°  700  en  y  supposant 
cos0  =  i  et  en  remplaçant  dl*  par  dx*  -h  dy2  -j-  dz*  : 
nous  aurons 

^]  K~  dy  fdrs% 

r+'is—  -h  H  — 
dx  \  dx 

cl  y 

Désignons  par  ni,  —  ou  le  rapport  des   cosinus  des 

angles  que  la  tangente  à  la  courbe  au  point  considéré  fait 
avec  Taxe  des  x  et  l'axe  des  y.  Comme  on  a 

dz  =  pdx  -h  qdy, 

dz 
on  aura  —  =  p  -+-  qm , 

et  la  formule  (i)  pourra  s'écrire 


v/  !+/>'+  y'  [i  +  wa  +  (p  +  yw  )2]  ? 

ou  bien 

i  -+■  p2  -+-  2^7/w  -h  (i  -h  <72)  w*5 


(2)     R  =  v'n-/?9  +  7a 


2  5/H  -h  */W3 


Quand  le  point  est  un  ombilic,  ce  rayon  est  indépen- 
dant du  rapport  m  qui  détermine  le  plan  normal  où  est 
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située  la  courbe  considérée.  On  doit  donc  avoir 

(3)  i±£5=ffl_I±±,I 

K    J  r  s  t 

ce  qui  donne,  en  général,  deux  équations  distinctes.  Eu 
y  joignant  l'équation  de  la  surface,  on  aura  le  nombre  de 
relations  nécessaires  pour  déterminer  les  coordonnées  du 
point  cherché. 

707.   Appliquons  ces  principes  au  paraboloïde  ellip- 
tique 


On  a  ici 


X1 

1(1 

^T5       «>£>o 
10 

.T. 

a 

Y 

1 
a 

l 

t  =  -j       s  =  0. 
b 

Les  équations  (3)  sont,  dans  ce  cas, 


.r2        œy  y2 

a2         ab  b2 


i  o  ï 

a  b 


On  peut  y  satisfaire  d'abord  en  posant 


d'où 


y 

x=o,       a  =z  b -\ r-j 


r='±  •*(«—"*),    ■=£ 


Lcs  valeurs  dej^  et  de  s  étant  réelles,  il  existe  deux 
ombilics  situés  dans  le  planrO^.  Ce  sont  d'ailleurs  les 
seuls,  car  F  hypothèse  y  =  o  donnerait  pour  x  une  valeur 
imaginaire. 
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CINQUANTE-CINQUIEME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA  COURBURE  DES  SURFACES. 

Surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics.  —  Théorie  de  1  indica- 
trice. —  Conséquences  géométriques.  —  Cas  où  l'expression  du  rayon 
de  courbure  se  présente  sous  une  forme  illusoire.  —  Tangentes  conju- 
guées. 

SUR   LA  SURFACE  DOIVT  TOUS  LES  POINTS    SOJVT    DES    OMBILICS- 

708.    Lorsque  les  équations 

(  I  )  î~hP'  =  SI  =  l—JÙ  , 

r  s  t 

qui  servent  à  déterminer  les  ombilics  d'une  surface  don- 
née, se  réduisent  à  une  seule,  la  surface  a  une  infinité 
d'ombilics  situés  sur  une  ligne  qu'on  nomme  la  ligne  des 
courbures  sphèriques.  Si  les  équations  (i)  sont  identiques, 
tous  les  points  de  la  surface  sont  alors  des  ombilics. 

Pour  trouver  une  surface  qui  jouisse  de  cette  propriété, 
observons  que  les  équations  (i),  mises  sous  1s  forme 

p  dp  !    dq  q  dq  I    dp 

I  -f-  p2    dx,         q  dx         i  -+-:  q3     dy        p  dy 

peuvent  s'intégrer  comme  des  équations  ordinaires  (643). 
On  aura  par  ce  moyen 

(3)  *+&  =  Y'/2,       i  +  q*=Xjj\ 

Y  étant  une  fonction  arbitraire  dey  et  X  une  fonction 
arbitraire  de  x.  On  tire  de  ces  équations 


/  i  -f-  X 


/  / 1  /    i  H-   ï  /    i  -+-  A 

tv  r     •  i     •  •    r   •  v   rr  >  •  dp  dq 

Mais  p  et  q  doivent  satisfaire  a  1  enualion  — -  =  — -  :  on 
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aura  donc 

1  dX  I  dY 


Le  premier  membre  étant  fonction  de  .r  seulement,  et  le 
second  fonction  de  ) ,  cetie  équation  ne  peut  subsister 
qu'autant  que  chaque  membre  se  réduit  à  une  constante. 

Soit  —  celle  constante.  On  a  donc 

dX  idx  dY  :></)' 


ÎT'  ZÏ-TP 


(1+X)1  (>+Y) 

et,  en  intégrant, 

r  11 


.  /         1      -*r 


£  — 


<7  et  Z>  étant  des  constantes  arbitraires.  En  portant  1rs 
valeurs  de  X  et  de  Y,  tirées  de  ces  équations,  dans  le  sys- 
tème (4),  on  aura 

a  —  .r 

p  = » 

y/R2  —  [a  —  ^j2  — (/->  — rf 

/;  -  ; 
7  = 


Il  en  résultera 

a  —  x)  dx  -\-  (b  —  y)  dy 


lz  — 


sR>—<Ka—xf  —  {b—ïr 
et,  en  intégrant  de  nouveau, 


z  -  c=  y  Ra  -  (w  -  a?)3  -  ^  -jj% 

'équation  d'une  sphère.  Ainsi   /Vz  sphère  est  la  seule  sur- 
face dont  tous  les  points  soient  des  ombilics. 

THÉORIE    DE    L'iNDICAïRU.E. 

709.  La  courbure  des  surfaces  peut  être  présentée  sous 
un  autre  point  de  vue,  qui  donne  une  idée  plus  nette  de  la 
manière  dont  varient  les  rayons  de  courbure  des  section- 
normales  autour  d'un  même  point. 
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Prenons  toujours  pour  plan  des  Xj  le  plan  tangent  à 
la  surface  au  point  O,  ot  pour  axe  des  z  la  normale  en  (  e 
point. 

Si  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan 
langent  et  infiniment  voisin  de  ce  plan,  la  section  obtenue 
sera  une  courbe  infiniment  petite  et  du  deuxième  degré, 
en  négligeant  des  quantités  infiniment  petites  par  rapport 
à  ses  dimensions.  En  d'autres  termes,  une  courbe  sem- 
blable à  la  section  faite  par  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent,  à  une  distance  h,  tend,  à  mesure  que  h  diminue, 
vers  une  section  conique. 

En  effet,  si  l'on  développe  l'ordonnée  z  de  la  surface 
par  la  série  de  Maclaurin,  on  aura 


i  i 

■2  _i_    crvJ /v2 


z  =  z0 -\-  px  -\-  qy  -\ rx2  -h  sxy  H ty 

Mais  z0,  /;,  q,  qui  représentent  les  valeurs  de  z,  — -5  — 

quand  on  fait  simultanément  x=o,  j  =  o,  sont  nulles 
d'après  le  choix  des  axes.  Donc  on  a 

i  i 

z  =  —  rx1  -f-  sxy  -j ty7  -f-  w, 

2  2 

o)  désignant  une  somme  de  termes  dont  le  degré,  par  rap- 
port à  x  et  à  j7  est  supérieur  au 
second.  Si  maintenant  on  rem- 
place z  par  la  constante  00'=  A, 
on  aura  l'équation  de  la  section 
A'M'B',  et  si  l'on  fait  h  très-, 
petite,  w  devient  négligeable 
comparativement  aux  termes  qui 
le  précèdent.  Par  conséquent, 
on  a 

(  i  )       rx7  +  2  sxy  -f-  ty"1  =  2  //, 

équation  d'une  ellipse   ou   d'une   hyperbole  infiniment 
petite  dont  le  centre  est  au  point  O. 
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710.  Si  Ton  remplace  h  par  z,  on  aura 

(  a  )  s  —  —  (  r.r2  -f-  2  sxy  -f-  (y2  ) . 

Celte  équation  représente  un  paraboloïde  passant  par  la 
section  A'M/IV  et  ayant  pour  sommet  le  point  O.  Ce  pa- 
raboloïde va  nous  servir  «à  calculer  le  rayon  de  courbure 
d'une  section  quelconque  OM'C. 

Nommons  p  le  rayon  de  courbure  de  la  section  OM/C 
au  point  O.  On  a  [Note  à  la  fin  de  la  leçon) 

,.      OM'2        ,.      OM'2        O'M" 

p  =  h  m  — — — -  =  li  m  — —  =  ■ — 

Pour  déduire  de  Là  la  valeur  de  p,  faisons,  dans  l'équa- 
tion (2), 

j?  =  0'M,cos(p,    j  =  0'M'sin<j>, 

y  désignant  l'angle  x ON.  On  aura 

0'M/v(/'cos2cp  H-  2^sincpcos^p -h /sin7œ)  =  r>.h, 

d'où 

(3)  p*= ^ , 

rcos2cp  -f-  2  5Sin^cos©  -f-  £sm2<p 

comme  on  lavait  obtenu  par  une  autre  métliode. 

O'M'2 

711.  La  formule  p  ==  — — -  fait  voir  que  les  rayons  de 

courbure  des  différentes  sections  normales  sont  propor- 
tionnels à  O'M/2.  Supposons  donc  que  sur  la  trace  du  plan 

z  ON  dans  le  plan  des  xy  on  prenne  ON  =  -4=i  on  aura 

s/ '2  h 

O'M' 
p=ON2.   Par  suite,   le  rapport-—-  sera  constant  pour 

toules  les  sections  normales.  La  courbe  AN  13  ainsi  obte- 
nue sera  donc  semblable  à  A'M'B'ct  aura  pour  centre  le 
point  O.  Cette  courbe,  qui  donne  tous  les  rayons  de 
courbure  des  sections  normales  faites  au  point  O,  est  nom- 
mée Vin  clic  air  icc.  de  la  surface  en  ce  point. 
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7IÏ2.  Quand  1  intersection  d<;  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  tangent  et  infiniment  voisin  est  une  hy- 
perbole, il  faut,  en  même  temps,  considérer  une  autre 

section  produite  par  un  second  plan  parallèle  au  plan 
tangent  de  l'autre  côté  de  ce  plan.  On  obtient  par  là 
une  hyperbole  conjuguée  de  la  première.  Dans  ce  cas. 
l'indicatrice  se  compose  de  deux  hyperboles  conjuguées 
et  Ion  a  p— ±OiV,  suivant  que  l'hyperbole  sur  la- 
quelle se  trouve  le  point  IS  correspond  à  une  section 
faite  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  XY,  Le  rayon  de 
courbure  de  la  surface  devient  intini  et  change  de  signe 
quand  le  plan  sécant,  en  tournant  autour  delà  normale, 
vient  passer  par  une  asymptote  commune  aux  deux  hy- 
perboles. 

CONSÉQUENCES    GÉOMÉTRIQUES, 

713.  Toute  courbe  du  second  degré  douée  d'un  centre 
ayant  un  diamètre  maximum  et  un  diamètre  minimum, 
on  en  conclut  que  la  surface  a  deux  sections  normales 
perpendiculaires  entre  elles  et  dans  lesquelles  le  rayon  de 
courbure  est  un  maximum  on  un  minimum.  La  somme 
des  carrés  des  inverses  de  deux  diamètres  perpendicu- 
laires étant  constante,  il  en  résulte  immédiatement  que 
la  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales  est 
constante.  En  un  mot,  à  toute  propriété  des  diamètres 
d'une  section  conique,  correspond  une  propriété  des 
l'ayons  de  courbure  des  sections  normales  qui  passent  par 
les  diamètres  de  l'indicatrice. 

714.  Quand  l'indicatrice  est  un  cercle,  le  point  consi- 
déré est  un  ombilic.  Cela  arrive  sur  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  aux  points  où  le  plan  tangent  est  parallèle  aux 
sections  circulaires.  En  effet,  tous  les  plans  parallèles  dé- 
terminent, dans  une  pareille  surface,  des  sections  sembla- 
bits.  Il  en  résulte  que  l'indicatrice,  qui  en  général  n'est 
semblable  qu'aux   sections  faites  parallèlement  au   plan 
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tangent  aune  distance  infiniment  petite,  sera,  dans   lès 
surfaees  du  seeond  ordre,  rigoureusement  semblable  aux 
seetions,  qu'elle  que  soit  leur  distanee  au  plan  tangent. 
Ainsi  dans  l'ellipsoïde 

X2  y1          z2 

—  "H  7^  H-  -t  ■—  i ,      a  >  b  >  ç, 

tr         b1         cl 

il  y  a  quatre  ombilics  dont  les  coordonnées  sont 


\jal  —  b2  Jb2  —  r- 


y  =  o ,      x=ZHa  —^=——  »       z  =  -+-  c 

.  I ..•>         ... 


\V  —  C?  sja' 


j 


CAS   OU    L  EXPRESSION    ne    RAYON    DR    COURBURE   SE    PRÉSENTE 
SOUS    UNE    FORME    ILLUSOIRE. 

715.   La  formule 

i 
? 


J"eos2ç  -h  ?..>'sin^  cosç»  -f-  ?sin2<p 

précédemment  obtenue  pour  le  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale  faisant  avec  le  plan  des  xz  un  angle  (p, 
dépend  des  valeurs  des  dérivées  partielles  du  second  ordre 
au  point  considéré  de  la  surface.  Nous  avons  tacitement 
admis  que  r,  s  et  t  avaient,  en  ce  point,  des  valeurs  déter- 
minées et  indépendantes  de  l'angle  <p.  Mais  ces  fonctions 

se  présentent  quelquefois  sous  l'une  des  formes  -  ou  — , 

*  *  *  O  GO 

quand  .r,  y  et  z  deviennent  nulles.  Pour  éviter  l'indéter- 
mination, on  posera 

relation  qui  convient  à  tous  les  points  de  la  section  nor- 
male considérée,   puis,    après    avoir   porté   celte    valeur 
dey  dans  les  expressions  de  r,  .?,  £,  on  fera  x  =  o. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

y  désignant  une  fonction  quelconque.  Elle  représente  une 
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surface  dont  les  sections  normales  à  l'origine  sont  des  pa- 
raboles ayant  pour  axe  commun  Taxe  des  z.  Les  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  sont  : 


p---ïxf[y-\-yf' 


X  \  X 


*=**' il 


et  les  dérivées  du  second  ordre  : 


^    X   /  X  \   X  X?  \  X 


s=f[L\-Lf»l 


t=J" 


x  I 

£ 

X 


On  a  bien,  en  général,  par  ces  formules,  p  =  0,  q  =.  o 
pour  x  —  o,  j=zo.  Quant  aux  valeurs  de  r,  5,  f,  elles  se 
présentent  sous  une  forme  indéterminée  quand  on  laisse 

y 

x  et  j  indépendants  entre  eux;  mais  si  Ton  y  remplace  - 
par  tangep,  elles  deviennent 

r±=  2y(tangip)  —  1  tang<p/'(tang<j>)  -4-  tang2©/''^  tango), 
.9  =//(tang?)  —  tang?/"(taîig?), 

Il  faut  maintenant  porter  ces  valeurs  de  r,  .?,  £  qui, 
comme  on  le  voit,  dépendent  de  9,  dans  la  formule 


/'cos2©  -h  2.vsin<ï>coscp  h-  ^sm^ç» 


On  doit  remarquer  qu'en  faisant  varier  l'angle  çp,  le  rayon 
de  courbure  peut  avoir,  selon  la  forme  de  la  fonction^, 
un  nombre  quelconque  de  valeurs  maximums  ou  mini- 
mums, et  il  y  aura  autant  de  maximums  que  de  minimums 
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puisque  ces  valeurs  doivent  se  succéder  alternativement 
quand  on  fait  varier  çp  de  o  à  27T,  et  que  la  section  nor- 
male revient  à  sa  position  primitive. 


TANGENTES    CONJUGUEES. 

716.  Soit  MM'  une  courbe  quelconque  située  sur  une 
surface  :  imaginons  les  plans  tangents  menés  par  les  points 

M  et  M'.  Si  le  second  point  se  rap- 
proche indéfini  ment  du  premier, 
l'intersection  des  deux  plans  va- 
riera de  position  et  deviendra  à 
la  limite  une  certaine  tangente 
à  la  surface  passant  par  le  point 
M.  Cette  droite  limite  et  la  tan- 
gente 1MT  à  la  courbe  MN  sont  dites  tan gentes  conjuguées . 
Prenons  pour  origine  le  point  M,  pour  plans  des  zx  et 
des  zy  les  plans  des  sections  principales  correspondant  à 
ce  point  et  le  plan  tangent  pour  plan  des  xy.  On  aura  au 
point  M,  x  =  o,  y  =  o,  z  —  o,  puis  p==o,  <7  =  o,  5  =  0. 
L'équation  du  plan  tangent  en  M'(.r',  y' \  z')  est 

Z-  z'  =  p'CK-  x'  )  +  q'(Y  -  y'), 

p'  et  q'  désignant  les  valeurs  de  p  et  de  q  relatives  au 
point  M'.  D'après  la  formule  de  Maclauriu,  on  a 

z'  ~  px'  4-  qy>  +  -  (fx,i  +  2 sx'y'  -f-  tj")  H-  .  .  . . 

On  aura  donc,  en  négligeant   des   infiniment   petits  du 
troisième  ordre;, 


3'  =  -(/.r'2-Wr'2). 
2 


On  trouvera  de  même 


q'=tf. 


Par  suite,  les  équations  des  plans  tangents  menés  au\ 
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a*6  coi  r,s    n,A.^  u.ysf. 

points  M  ci  M'  seront 

Z  —  o, 

rx'(x—  *')  +  <r'(Y  -  y)  4-  -  (rx'j-h  /r'2)  —  z  =  o. 

Ces  deux  équations  représentent  l'intersection  des  deux 
plans  tangents.  Or,  si  Ton  porte  dans  la  seconde  la  valeur 
Z  =  o,  on  aura,  en  réduisant, 

rx'X-htj'Y  —  -(rx'7-+-ty")  =  o. 

Posons  y'  —mx',  m  étant  le  coefficient  angulaire  de  la 
projection  de  la  droite  MM',  qui,  à  la  limite,  se  confond 
avec  la  tangente  MT.  L'équation  précédente  devient 

rX  +  ?/»Y .t! (r  -H  tm2)  =  o, 

2 

et  quand  le  point  M'  se  réunit  au  point  M,  on  a  x'  =  o  et 

rX-f-  tmY  =  o, 

équation  de  la  tangente  conjuguée  définie  plus  haut.  On 
voit  que  si  mf  désigne  son  coefficient  angulaire,  on  a 

tm 

,  r 

ou  mm  = • 

t 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coeffi- 
cients angulaires  de  deux  tangentes  conjuguées,  quand  on 
prend  pour  axes  la  normale  et  les  intersections  du  plan 
tangent  avec  les  plans  principaux. 

717.  Deux  tangentes  conjuguées  sont  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués  de  V indicatrice. 

En  effet,  si 

y 


X1  •* 


4-'=' 


est  r  équation  de  l'indicatrice,  on  a,  entre  les  coefficients 
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angulaires  de  deux  diamètres  conjugués,  la  relation 

A2 


mm'  ss  —  - 
a' 


On  a  d'ailleurs  (702) 

par  conséquent, 

mm' 


1         ,         r 
— -,      &'  =  -; 

r  t 


b*  r 

"d1  "    ~~  t 


Ce  qui  démontre  le  théorème  annoncé.  Comme  d'ailleurs 
les  rayons  de  courbure  sont  proportionnels  aux  carrés  des 
diamètres  de  l'indicatrice,  il  résulte  d'une  propriété  bien 
connue  des  sections  coniques  que  la  somme  algébrique 
des  rayons  de  courbure  correspondant  à  deux  tangentes 
conjuguées  est  constante. 

Note  (p.  221). — Le  cercle osculateur  delà  courbe  OM'C 
au  point  O  est  la  limite  vers  laquelle  tend  un  cercle  tan- 
gent à  OT  au  point  O  et  passant  par  M',  lorsque  ce  der- 
nier point  vient  se  réunir  au  point  O.  Le  rayon  de  ce 

1         omf  1 

cercle  est  -— —  :  on  a  donc 

2.00' 


OM' 

Iltll 


9.00' 


Mais  le  rapport  de  OM'  à  O'M'  ayant  l'unité  pour  limite, 
on  pourra  remplacer  OM'  par  O'M',  et  l'on  aura 


O'M' 
v  2  00' 


ou 


bien 


O'M' 
P~"  2OO' 


puisque,  la  courbe  OM'C  étant  une  parabole,  le  rapport 


•a 


O'M' 

— — —  est  constant. 
2  00 

i5 
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EXERCICES. 

1.  Trouver  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde 

x1        r2       z1 

—  +  77  +  "Y  ==  ' 
cr      bl      <r 

le  lieu  des  points  qui  ont  des  indicatrices  semblables  [lieu  des  cour- 
bures semblables  ) . 

Solution.  E  et  F  étant  les  axes  de  l'une  des  indicatrices,  si  l'on 

F       F 

pose  X  =  =  -h  s,  le  lieu  demande"  sera  l'intersection  de  l'ellipsoïde 

par  la  surface  dont  l'équation  est 

\ak       b*       c*  J 

2.  Les  rayons  de  courbure  principaux  de  l'ellipsoïde  sont  donnés 
par  l'équation 

S-Uf+b'-hc'-x'—y'-z2)-  h r-  =  o, 

'  p  p 

où  p  désigne  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
sur  le  plan  tangent  au  point  (a:,/,  z). 

3.  Pour  la  surface  xyz  ~  m3,  on  a 

p-  —  2(^2+r2  +  z    14--^-i—  =0. 
1  •  P        P 

4.  On  sait  que  des  droites  normales  à  une  surface  sont  aussi 
normales  à  une  infinité  d'autres  surfaces,  dont  chacune  est  à  une 
distance  constante  h  de  la  première,  de  sorte  que  deux  quelconques 
interceptent  sur  toutes  les  normales  une  longueur  constante.  Ces 
surfaces  ont  les  mêmes  plans  des  sections  principales  pour  tous  les 
points  où  elles  rencontrent  une  même  normale.  Les  courbes  indi- 
catrices des  surfaces  pour  ces  points  sont  des  coniques  homofocales 
ayant  leurs  axes  parallèles,  de  sorte  que  la  ligne  des  foyers  est  con- 
stante de  grandeur  et  de  direction. 
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SUITE  DE  LA  COURBURE  DES  SURFACES. 

Lignes  do  courbure.  —  Propriétés  des  lignes  de  courbure.  —  Centres  de 
courbure  des  sections  principales.  —  Rayons  de  courbure  principaux. 
—  Applications. 


LIGNES    DE    COURBURE. 

718.  Soient  S  une  surface  rapportée  à  trois  axes  rec- 
tangulaires quelconques,  M  (x,  y,  z),  un  point  de  la  sur- 
face, et  MN  la  normale  en  ce 
point.  Si  Mf(x\  y\  z')  est  un 
second  point  de  la  surface,  voi- 
sin de  M,  la  normale  M'JN'  ne 
rencontrera  pas  la  première 
normale  MN,  à  moins  qu'il  n'y 
ait  entre  les  coordonnées  de 
ces  deux  points  une  certaine 
relation  que  nous  allons  cher- 
cher. 

La  normale  MN  a  pour  équations 

(i)  X  —  x-\-p{Z  —  z)  —  o, 

(2)  Y-J-f7(Z-Z)zr0. 

Si  p'  et  (f  désignent  les  valeurs  de  p  et  de  q  relatives  au 
point  M',  la  normale  M'N'  aura  pour  équations 

(3)  X-*'-h//(Z-z')=o, 

(4)  Y— y+?'(Z-s')=*o. 

En  éliminant  X  entre  les  équations  (î)  et  (3),  on  a 
„ x'  —  x  -\-  p'  z'  —  pz 

p'  —  V 
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L'élimination  de  Y  entre  les  équations  (s>.)  et  (4)  donne 

r,  _f  —  r-+-r/'z'  —  qz 

/a  . . 

q    —q 

On  a  donc  l'équation  de  condition 

,-.  x'  —  x  -+-  p'  z'  —  pz y' — r  -f-  q'  z  —  qz 

p  —p  q   —q 

Cette  équation  et  celle  de  la  surface 
(6)  l<=f(x>,y') 

représentent  une  courbe  MM'  située  sur  la  surface  et  pas- 
sant par  le  point  M.  Toutes  les  normales  à  la  surface 
menées  par  les  divers  points  de  cette  courbe  iront  rencon- 
trer la  normale  MN. 

719.  Concevons  maintenant  que  le  point  M'  se  rappro- 
che de  plus  en  plus  du  point  M  :  la  droite  MM'  deviendra 
la  tangente,  et  les  différences  x' — x,  y' — y,  z' — z, 
p' — p,  qf — q  devront  être  remplacées  par  les  différen- 
tielles dx,  dy,  dz,  dp,  dq.  De  même  p' z'  —  pz  =  d(pz), 
q' z' —  qz  ==  d[qz).  On  aura  donc,  à  la  limite, 
dx  -f-  pdz  -h  zdp         dy  -f-  qdz-r-  zdq 


dp                                      dq 

ou  simplement 

(7) 

dx  -f-  pdz        dy  -f-  qdz 
dp                      dq 

Mais  on  a 

dz  —  pdx  -f-  qdr, 

dp  =  rdjc  -f-  sdjr, 

dq  ==  tdy  -f-  sdx  ; 

donc 


dy  sdy 


d  y  dy 

r+.s-j-  s  +  tir 

dx  dx 


ou  bien 

(8)i[(.4-,^-W](g)V[,I+î>-(,  +  ^,](|) 

-^[pqr—  (i+pi)s]  =  o. 
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dy 
Cette  équation  donne  deux  valeurs  de  —  •  Elle  indique 
1  dx  * 

deux  directions  suivant  lesquelles  il  faut  passer  du  point  M 

à  un   second   point   infiniment  voisin,    sur   la   surface, 

pour  que  la  normale  en  ce  point  rencontre  la  normale  au 

rfy 

point  M.  Prenons  Tune  des  valeurs  de  —  et  la  valeur 

dz 
correspondante  de  —«   Soit  M'  le  point  correspondant. 

On  passera  de  même  du  point  M'  à  un  troisième  point  M  , 
et  ainsi  de  suite.  On  aura  donc  une  ligne  MM'M", .  .  ., 
telle,  que  toute  normale  à  la  surface  menée  par  un  de  ses 
points  rencontrera  la  normale  infiniment  voisine.  La  se- 

({y 

conde  valeur  de  — -  aurait  donné  une  autre  licrne  jouissant 

dx  °      J 

de  la  même  propriété. 

On  nomme  ligne  de  courbure  le  lieu  des  points  d'une 
surface  pour  lesquels  les  normales  infiniment  voisines 
se  rencontrent  consécutivement.  L'analyse  précédente 
montre  qu'en  chaque  point  d'une  surface  il  passe  deux 
lignes  de  courbure  représentées  par  l'équation  différen- 
tielle (8)  et  par  l'équation  de  la  surface.  En  éliminant  £, 
on  aura  l'équation  de  la  projection  de  la  ligne  de  cour- 
bure sur  le  plan  des  xj.  L'intégration  donnera  deux 
équations  contenant  deux  constantes  arbitraires  qu'on 
déterminera  en  faisant  passer  la  ligne  par  un  point  donné 
de  la  surface. 

PROPRIÉTÉS    DES    LIGNES    DE    COURBURE. 

720.  Prenons  la  normale  MN  pour  axe  des  z  :  p  et  q 
sont  nuls  et  l'équation  (8)  devient 

Le  produit  des  racines  de  cette  équation  est  égal  à  —  i  ; 
donc  les  tangentes  menées  aux  lignes  de  courbure  qui  se 
croisent  au  point  M  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Si   maintenant   ou   prend  les  plans   principaux    pour 
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plan  des  zx  et  des  zy9  on  a  .ç  =  o.  L'équation  (9)  a  une 
racine  nulle  et  l'autre  infinie  :  donc  les  deux  lignes  de 
courbure  ont  pour  tangentes  l'axe  des  x  et  Taxe  des  j', 
c'est-à-dire  les  tangentes  aux  sections  principales.  Les 
deux  séries  de  lignes  de  courbure  se  coupent  donc  à  angle 
droit  sur  la  surface  et  la  partagent  en  rectangles  infini- 
ment petits. 

Si  Ton  avait  à  la  fois  s  =  o,  /*  =  £,  les  deux  valeurs  de 

cly 

-—   seraient  indéterminées.   Il  y  aurait  une  infinité   de 

d.x  J 

lignes  de  courbure  passant  par  le  point  M,  autour  duquel 
toutes  les  courbures  seraient  égales  :  ce  serait  donc  un 
ombilic.  Ge  caractère  peut  servir  à  trouver  les  ombilics 
d'une  surface,  car  si  l'on  exprime  que  l'équation  (8)  donne 

cly 
pour  —  une  infinité  de  valeurs,  on  aura  les  deux  condi- 
x  dx 

tions  déjà  trouvées  (706) 


i-{-/>3 


1  -\-q' 


El 
s 


721.  Soient  O  un  point  de  la  surface,  O^la  normale, 
OA  et  OB  les  deux  lignes  de  courbure,  Ox  et  Oy  leurs 
tangentes.  Si  O'  et  O"  sont  deux  points  infiniment  voisins 
du  point  O  sur  les  lignes  OA  et  OB,  on  sait  que  les  nor- 
males O'K  et  0"L  rencontreront  Oz  :  soient  K  et  L  les 

points  d'intersection.  Je  dis  que 
OK  et  OL  sont  précisément  les 
rayons  de  courbure,  au  point  O, 
des  sections  principales  zOx, 
zOy.  En  effet,  puisque  Ox  est 
tangente  à  la  courbe  OA,  le  point 
G;  infiniment  voisin  du  point  O 
sur  OA  peut  être  considéré 
comme  appartenant  au  plan 
zOx.  Donc  la  droite  O'K  qui  est  normale  à  la  courbe  OA, 
tomme  Tétant  à  la  surface,  déterminera,  par  sa  rencontre 
avec  la  normale  Os,  le  centre  de  courbure  de  la  section 
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principale  située  dans  le  plan  zOx.  On  ferait  voir  Je  la 
même  manière  que  OL  est  le  rayon  de  courbure  de  la 
section  principale  faite  par  le  plan  zOy. 

722.   C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  le  calcul. 
Soient 

(,)  |    Y-y-{-q(Z-z)=:0', 

\  Y~r'+7'(Z-z')  =  o, 

les  équations  de  deux  normales.  Si  le  point  (.r,  ),  z) 
coïncide  avec  l'origine  et  que  le  point  (xJ ', y' ',  z')  soit 
infiniment  voisin,  les  équations  (i)  se  réduisent  à 

X  — o,     Y=  o, 

et  les  deux  autres  donnent,  au  point  commun, 

—  dx  -\-  dp[z  —  dz)  =  —  dx  -f-  Z rdx  =  o, 

—  dy  -\-dq  (z  —  dz)  =  —  dy  -f-  Z fr/r  —  O, 
ou  bien 

dx(Zr —  i)  =r  o, 

^(Z/--l)  =  0, 

On  ne  peut  pas  supposera  et  dy  nulles  à  la  fois,  mais 
on  peut  satisfaire  à  ces  deux  équations,  soit  en  posant 


(3) 

dx  =  o, 

z=I, 

ou  bien 

(4) 

rfr  =  o, 

r 

Dans  le  premier  cas,  puisque  dx  =  o,  la  tangente  coïn- 
cide avec  l'axe  des  y,  et  Z  =  -  est  le  rayon  de  courbure 

principal.  Même  conclusion  à  tirer  du  second  système. 

723.  Il  faut  bien  se  garder  de  croire  que  les  points  de 
rencontre  des  normales  soient  les  centres  des  cercles  oscil- 
lateurs des   lignes   de   courbure,    car    ces    normales   se 
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coupent  consécutivement  et  sont  tangentes  à  une  même 
courbe,  propriété  qui  n'appartient  jamais  aux  normales 
menées  par  les  centres  de  courbure  d'une  courbe  gauche. 
Et  même  les  lignes  de  courbure  peuvent  être  planes  sans 
que  leurs  cercles  oscillateurs  se  confondent  avec  ceux  des 
sections  principales.  Il  faut  pour  cela  que  leurs  plans 
osculaleurs  soient  normaux  et  que,  par  conséquent,  les 
lignes  de  courbure  soient  les  lignes  de  plus  courte  dis- 
tance sur  la  surface  (61e  Leçon).  Par  exemple,  dans  les 
surfaces  de  révolution,  les  lignes  de  courbure  sont  les 
méridiens  et  les  parallèles.  Les  méridiens  sont  des  sec- 
tions principales,  parce  que  leurs  plans  osculaleurs  sont 
normaux  à  la  surface.  Les  parallèles  sont  des  lignes  de 
courbure  planes  sans  être  des  sections  principales. 

CALCUL    DES    RAYONS    DE    COURBURE    PRINCIPAUX    EN    UN 
POINT    QUELCONQUE    DUNE    SURFACE. 

724.  Le  théorème  démontré  (722)  permet  de  calculer 
les  courbures  principales  en  un  point  d'une  surface,  l'ori- 
gine étant  quelconque. 

La  normale  menée  au  point  M  de  la  surface  a  pour 

équations 

i  X  —  x-\-p(Z  —  s)=.o, 

f1'  I   Y—  J-Wy(Z  —  z)=o. 

Si  M'  est  un  point  voisin,  pris  sur  la  ligne  de  courbure, 
la  normale  correspondante  rencontrera  la  première  nor- 
male en  un  point  dont  le  Z  sera  donné  par  l'une  des  deux 
équations 


(2)  Z-z^ 


(3)  Z-z 


dy 

. , 

dy 

Cl.TC 

dy 

s  -+-  t  -— 
d.r 
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En  éliminant  ~  entre  ces  deux  équations,  on  aura 
dx 

/  (*_,«)  (Z-z)« 

(4)         -[(i+/)^(i  +  7^-w](z-;) 

(  4-  i  +/>2  +  72  =  o. 

Cette  équation  donne  deux  valeurs  de  Z  —  z,  et,  par  suite, 
de  Z,  qui  correspondent  aux  centres  de  courbure  des  deux 
sections  principales.  Appelons  p  l'un  des  rayons  de  cour- 
bure, on  aura 


p  =  ^(x  -  x)*-h  (Y  —  JY  -h  (Z  -  z]2, 
valeur  qui  se  réduit,  en  vertu  des  équations  (i),  à 


p  =  (Z  —  z)  v  '-*-/>'  +  tf*i 


P 


d'où  Z  —  z  =  — 

y/1  -h/»2  -H  ^ 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  Z  —  z  dans  l'équation  (4)? 
on  aura,  en  réduisant  et  ordonnant, 

i(rt  —s')p7 

d'où  l'on  déduira  les  valeurs  des  deux  rayons  de  courbure 
principaux. 

725.  Les  normales  d'une  surface,  menées  par  les  diffé- 
rents points  d'une  ligne  de  courbure,  forment  une  surface 
développable,  puisque  deux  normales  consécutives  se  ren- 
contrent. Pour  avoir  l'équation  de  cette  surface,  il  faut 
éliminer  x, y,  z  entre  l'équation  de  la  surface  proposée, 
les  équations  d'une  normale  (i)  et  l'équation  (8)  du 
n°  719  qui  exprime  que  le  point  („r,  y9  z)  est  sur  la  ligne 
de  courbure. 

On  obtiendra  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  toutes 
les  sections  prinei  pales  d'une  surface 

F(./:,   r,  s)  =  o, 
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en  éliminant  x, y,  z  entre  cette  équation,  celles  de  la 
normale  et  l'équation  (4)  où  Z  se  rapporte  au  point  de 
concours  de  deux  normales  infiniment  voisines.  Cette 
surface  se  composerait  de  deux  nappes,  puisque  chaque 
normale  contient  deux  centres  de  courbure. 

APPLICATION    DES    THÉORIES    PBÉCÉDENTES    AU     PARABOLOÏDE 

ELLIPTIQUE. 

726.   Equation  différentielle  des  lignes  de  courbure. 
—  Soit 

(i)         z=S+S'  •>*■>?• 

l'équation  d'un  paraboloïde  elliptique.  On  a,  dans  cet 
exemple, 

X  T  1  I 

a  b  a  b 

L'équation  générale  (719) 

(  I  -+-/?')  dx  -h  pqdy (  I  -+-  q2)  dy  -\-  pqdx 

rdx  -\-  sdx  sdx  -f-  tdy 

devient 


dy 
b 


s*+^Ci+5)fc*S*t.V(f+^)3 


ou,  en  ordonnant, 

xy    dy1        / 1         i  x2  y1  \  dy        xy 

ab2    dx2        \b        a        a1  b        ab2  j  dx       a2 b 

et,  en  multipliant  par  —  •> 

[      l      y2  dy1        /  i         i  x2  y2  \    I    ydy 


]  ab2    x2 dx2        \b        a        a2  b        ab2  }  x2   xdx 

(3) 

i  l   ?  — 

c'est  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  du 
paraboloïde  elliptique^ 
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Intégration  de  l'équation  (3).  —  Si  l'on  fait  x*  =  ^, 
y*  sa  u,  celte  équation  devient 

I         /  du  \  *       / 1         i  p  u  \du  u 

W       âpV\d^)  +  {l>~a^  a^~~a~£')dï~~'a^b~0' 

Comme  u  et  p»  n'entrent  qu'à  la  première  puissance, 
on  peut  y  satisfaire  en  substituant  à  u  une  fonction 
linéaire  de  v.  Posons 

«  ss  cv  -\-  c  ,      u  ou      — -  =  c. 

dv 

En  substituant  dans  l'équation  (4),  les  termes  qui  multi- 
plient v  se  détruisent  et  il  reste 


d'où 


T 

I 

c'   \ 

1 

a 

ab7jC        a7b 

c' 

ah  [a  —  h)c 

ac 


La  constante  c  reste  donc  arbitraire,  et  comme  l'intégrale 
ne  doit  en  renfermer  qu'une,  il  en  résulte  que  u=zcv-\-c' 
ou 

(5)  f  ob(a-b)c 


CX' 


ac 


est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3).  En  faisant  varier 
c,  on  aura  les  projections  sur  le  plan  des  xy  de  toutes 
les  lignes  de  courbure.  Ces  projectious  sont  des  ellipses 
si  l'on  a  c<^o,  des  hyperboles  quand  c  est  ^>o.  Elles 
ont  toutes  leur  centre  à  l'origine. 

Détermination  de  la  constante  c.  —  Si  l'on  veut  avoir 
les  lignes  de  courbure  qui  passent  par  un  point  (x',y',  z') 
delà  surface,  on  déterminera  c  par  l'équation 

a  b  { a  —  b  )  c 

y'*  =  ex"-  -| i~, 

b  -f-  ac 

ou 

(G)     ax"c2  4-  [b.v'-'  —  ayH  -±-ab(a  —  b)]e —  by"  ss  o. 

On  eu  lire  deux  valeurs  de  c  réelles  et  do  signes  contraires. 
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puisque  a  cl  b  sont  de  munie  signe.  Ces  deux  racines 
étant  désignées  par  in  et  —  h,  les  projections  des  lignes 
de  courbure  seront  représentées  par  les  équations 

.    .                                                      nb  (a  —  b)  m 
(7)  j2r=//7x2H ] 


am 


...                                                      ah  [a — b\n 
8  x2  =  -nx^ ! > 

an  —  0 

La  première  courbe  est  une  hyperbole,  la  seconde  une 
ellipse. 

Discussion.  —  La  constante  m  peut  varier  de  o  à  l'in- 
fini, mais  n  doit  être  plus  grande  que  -  et  ne  peut  va- 
rier que  de  -  à  l'infini.  En  effet,  l'équation   (8)    étant 

mise  sous  la  forme 

ab  [a  —  b)n 


y7  -\-  nx 


an  —  b 


le  second  membre  doit  être  positif:  donc,  puisque  a  est 

^>  &,  il  faut  que  l'on  ait  an  —  Z>^>  o  ou  n^>  -• 

Examinons  maintenant  les  hyperboles  représentées  par 
l'équation  (7).  A  cause  de  l'hypothèse  a^>b,  toutes  ont 
leur  axe  réel  dirigé  suivant  l'axe  des  y.  La  valeur  du  demi- 
axe  transverse  est 


ou  bien 


v/ 


s/ 


'ab  (a  - 

-  b)m 

*-h 

a  m 

jab  [a 

~b). 

b_ 

m 


Si    m  varie   de   o  à    l'infini,   cet  axe   augmente   de  o   à 
\b(a  —  b).  En  mettant  l'équation  (7)  sous  la  forme 


y7  ab\a—  b) 

—  =  x  H — , 

///  b  -h  a  m 


CIKQUAKTE-SIXIÎSMF.    LEÇON.  S>.3o, 

on  voit  que  pour  m  =  oo  elle  se  réduit  à  x  =  o.  L'hy- 
perbole se  confond  alors  avec  Taxe  des  y  ou  plutôt  avec 
la  portion  de  l'axe  des  y  qui  commence  à  une  distance  de 

l'origine  égale  à  zh  \b  [a  —  b). 

Les  ellipses  représentées  par  l'équation  (8)  ont  leurs 
axes  dirigés  suivant  l'axe  des  x  et  Taxe  des  y. 

Les  demi-axes  ont  pour  expressions 


• 


a  b  (  a  —  b 


\ 


V 


fab  j  u 


an  —  b  \  I  b 

a 

n 


Le  premier,  dirigé  suivant  Taxe  des  x\  diminue  donc 

de  l'infini  à  o  quand  n  augmente  de  -  a  l'infini.   L'autre 
1  °  a 

demi-axe  diminue  de  l'infini  jusqu'à  \b  [a  —  b).  Donc 
tout  point  situé  sur  l'axe  des  y  et  à  une  distance  de  l'ori- 
gine pins  grande  que  \Jb(a  —  b)  sera  le  sommet  d'une 
de  ces  ellipses.  Pour  n  =  oo  l'ellipse  se  réduit  à  l'axe 
des  j',  comme  le  montre  l'équation  (8)  mise  sous  la  forme 

r2  ab  (a  —  b) 

X     ^  -  . 

n  an  —  b 

cela  résulte  encore  de  ce  que  l'autre  axe  se  réduit  alors 
à  o. 

Si  x'=  o,  une  des  valeurs  de  c  est  infinie  et  l'autre  est 
positive  ou  négative  suivant  que  y'  est  inférieur  ou  supé- 
rieur à  \b[a  —  b).  Les  projections  des  lignes  de  cour- 
bure sont  alors  l'axe  des  y  et  des  hyperboles  ou  des  ellipses, 
selon  que  j7  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  \b  («  —  b). 

Si  y'  =  o,  une  des  valeurs  de  c  est  nulle  et  l'autre  tou- 
jours négative.  Dans  ce  cas,  les  lignes  de  courbure  ont 
pour  projections  l'axe  des  x  et  des  ellipses. 
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EXERCICES. 

1.  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde. 
Solution.  Soit 

f!    zl    zl 

l'ellipsoïde  donné,  a  >  b  >  c.  Les  projections  des  lignes  de  courbure 
sur  le  plan  des  xy  sont,  pour  l'un  des  systèmes,  des  ellipses 

2  1 

x  r7 

va     i^  y 2         ■  5 

X  et  Y  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'hyperbole 

■^     ' 2 2 *        2 3 ' 

ar  —  ci  a  —  c2 

et,  pour  le  second  système,  des  hyperboles, 

fil  -Z.2_t 
X2      y2""-' 

dont  les  demi-axes  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipse 
a*(a>-b>)  b*(a>-b>) 

'  s,2  r%  ^-2  ,.2 

Cl    —  C  il    —  c 

Sur  le  plan  du  grand  axe  et  du  petit  axe  les  projections  des  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  sont  des  ellipses. 

2.  Lorsque  trois  "surfaces  se  coupent  orthogonalement,  l'intersec- 
tion de  deux  quelconques  d'entre  elles  est  une  ligne  de  courbure 
de  l'une  et  de  l'autre. 

3.  Lorsque  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  ligne  de  cour- 
bure commune  à  l'une  et  à  l'autre,  elles  se  coupent  sous  le  même 
angle  en  tous  les  points  de  cette  ligne. 
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CALCUL  DES  DIFFÉRENCES  FINIES.  -  CALCUL  INVERSE 
DES  DIFFÉRENCES. 

Notions  préliminaires.  —  Différence  n"-'"'e  du  premier  terme  d'une  suite 
en  fonction  des  termes  de  cette  suite.  —  Terme  général  d'une  suite  en 
fonction  du  premier  et  de  ses  différences  successives.  —  Différences  des 
fonctions  entières.  —  Différences  de  quelques  fonctions  fractionnaires 
ou  transcendantes.  —  Théorèmes  généraux.  —  Intégration  de  quelques 
fonctions. 


NOTIONS    PRÉLIMINAIRES. 

727.  Le  but  général  du  calcul  différentiel  est  de  cher- 
cher les  limites  des  rapports  des  accroissements  simultanés 
de  plusieurs  quantités  variables,  ce  que  l'on  peut  faire 
sans  considérer  les  valeurs  numériques  de  ces  accroisse- 
ments. Dans  le  calcul  aux  différences  finies,  on  s'occupe 
au  contraire  de  ces  valeurs  numériques  et  l'on  cherche  à 
en  déterminer  la  loi. 

Soient 

Uq   ,  ll\    >  II  2  ,  .     .     ,  II,)  ,    .     .     .    , 

une  suite  de  valeurs  successives  que  reçoit  une  quantité 
variable.  Si  l'on  retranche  chacune  de  ces  valeurs  de  celle 
qui  la  suit,  on  obtient  ce  qu'on  appelle  les  différences 
premières  de  ces  valeurs,  et  on  les  représente  par 

Au0,      Au,  y      Au,,  .  .  .  ,      An,,,.  .  .  , 

en  sorte  que  l'on  a 

U\  —  u0  =  Aw0,    k2  — «,  =  A«1,..  .,     uu+l  —  u„  =3  A«n, . . , . 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  suite  des  diiïé- 
rences  premières,  on  obtient  une  suite  de  différences 
deuxièmes,  qu'on  représente  par 

A7u0,      A2//,,    A2«2,...,       A7un,.... 

On  a  donc,  par  définition, 

Au{  —  Au0  =  A7  lia ,       A  u7  —  A  il,  =  A2  ut  ,  .  .  .  . 
H,    2e  édition.  I  (j 
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On  formera  de  la  même  manière  des  différences  troi- 
sièmes, quatrièmes,  etc. 

Par  exemple,  la  suite  des  carrés  des  nombres  entiers 

i,     4,     9,     16,     25,..., 

a  pour  différences  premières 

3.     5,     7,     9,..; 

et  pour  différences  secondes 

i ,      2  ,      2 ,  .  .  .  , 

les  différences   troisièmes,  et  par   suite   les  différences 
d'un  ordre  supérieur,  sont  nulles. 

Dans  cet  exemple,  toutes  les  différences  secondes  sont 
égales  à  2.  Si  l'on  admet  la  généralité  de  cette  loi,  on 
pourra  prolonger  indéfiniment  la  suite  des  différences 
premières,  et,  par  leur  moyen,  celle  des  nombres  carrés. 

728.  Le  calcul  des  différences  est  fondé  sur  quelques 
principes  analogues  à  ceux  qui  forment  la  base  du  calcul 
différentiel. 

En  premier  lieu,  z/,  v,  z  étant  des  quantités  variables, 
on  a 

(i)  A(a-j-p —  «)  =  AM-f-Ap  —  Az, 

c'est-à-dire  que  la  différence  d'une  somme  est  égale  à  la 
somme  algébrique  des  différences  de  ses  parties.  En  effet, 

A  («  -4-  p  —  z )==.( «i  -h  ^  —  Zi)  —  (k  +  c  —  z) 
=  («,  —  «)  H-  (p,  —  c)  —  (z,  —  z) 
=  Am  -f-  Ap  —  Az. 

La  différence  d'une  constante  est  nulle.  Donc 

(2)  A  (a  -h«)  =  A». 
On  a  encore 

(3)  A#w  =  a  Aw, 

car  Art//  =  «m,  —  r///  =  //(//,  —  //)  =  a  Au. 
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729.    Proposons-nous  de  trouver  l'expression  de  Au 
en  fonction  de  */,  ul5 .  .  . ,  m„.  On  a  d'abord 

Ak  —  m,  —  « , 
Att,  5=  u2  —  a,. 
Mais  A2«  —  A«;  —  Au  : 

donc  A2//  =  u7 —  2«,  -f-  u. 

A2  u{  doit  être  composé  avec  z/s,  //2,  "î,  comme  A2  u  avec 
//2,  w1?  u.  On  a  donc 

A2  M,  =  «s  —  2tt2+tt|, 

et  en  retranchant  A2 u  de  A2//,, 

A* u  =z  u3  —  3 u-i  -f-  3  m,  —  //. 
On  trouvera  de  la  môme  manière 

A  -,  U  =  tt4  —  4  Ka  ~~H"  °*  «2  —  4  M  '  ~+"  w  > 

et  ainsi  de  suite.  On  voit  que  les  coefficients  numériques 
qui  entrent  dans  l'expression  des  différences  A2w,  A3 m, 
A' u,  sont  les  coefficients  des  puissances  deuxième,  troi- 
sième, quatrième  du  binôme,  d'où  Ion  conclut,  en  géné- 
ralisant, 

n(n  —  0 

(i)  A"«  =  un  —  /?//„_,  H "„_■<  —  .  .  .±  //, 

ou,  sons  une  forme  symbolique, 

A»«  =  (u  —  i)("), 

égalité  qui  tiendra  lieu  de  la  précédente,  pourvu  qu'après 
avoir  développé  le  second  membre  par  la  formule  du  fjî- 
nome,  on  remplace  ti%  a1,  i**, .  . . ,  par  /*:,  uu  f/2, . 
Pour  démontrer  la  généralité  de  cette  loi,  posons 

(2)       Anu  =  un  —  A«„_,  -h  Bw„_, —  C«„_3-+-.  •    =tz  (i. 

On  aura  également 

(  3  )       A"  m,  ==  tt,)+1  —  A  un  --h  B  //.„_,  —  C  w„_2  4-  .  •  . ±  H, , 

et,  en  retranchant  A1  u  de  A"//,, 


A""*-'  U  =  M 


«+l 


A 
i 


k«  4--  B 

H- A 


««- 


«n~î  + 


16. 
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Or  si  i,  A,  H,  C,  • ...,  sont  les  coefficients  de  (x-\-\)"  on 
sait  que  i,  i-t-A,  A-hB,  B-f-C,...,  seront  les  coefficients 
de  (,r-f-i)'î+1.  De  là  résulte  que  si  la  formule  (i)  est  vraie 
pour  l'indice  n,  elle  l'est  encore  pour  l'indice  n-h  i,  ce 
qui  démontre  sa  généralité. 

730.  Autrement,  supposons  la  loi  démontrée  pour  l'in- 
dice n  et  posons 

on  aura  A"«,  =  V  K;^,, 

Donc  A"+'  u  =  ^  K up+\  ~  2  K  up , 

ou,  sous  une  forme  symbolique, 

A"+'w  =  V  K«p(«  —  i). 

Il  résulte  de  là 

A"4-' «  ==  (a  —  i)  V  Ku?  =s  («  —  i) (i*  —  i)("), 

et,  par  conséquent 

A"+,u  =  (m  —  I  )(»+'). 

EXPRESSION  DU    TERME   GÉNÉRAL   d'uNE   SUITE   EN    FONCTION 
DU    PREMIER   TERME  ET   DE  SES  DIFFÉRENCES    SUCCESSIVES. 

731.   On  a,  par  définition, 

«j—  Ux  +  A«i, 

Ah,  =  A«  +  A2«. 
En  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre,  on  a 

«2  =  u  -\~  1 A  u  -f-  A2  m. 
On  aurait  de  même 

A  Mj  =  A  u  +  2  A2  u  -f-  A3  w , 
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d'où,  en  ajoutant  ces  deux  équations, 

«3  —  m  +  3Ak  +  3a2«4-  A3 u , 

et  ainsi  de  suite.  On  est  ainsi  conduit  par  induction  à  la 

formule 

n[n  —  i  ) 

fi)  uu  =  u-i-n\ii  +  — A2w-K  .  .4-  à"ut 

1.2 

ou  à  la  formule  symbolique 

dont  l'exactitude  se  démontrerait  par  le  mode  de  raison- 
nement employé  aux  nos  729  et  730. 

DIFFÉRENCES    DES    FONCTIONS    ENTIERES. 

732.  Supposons  maintenant  que  u  soit  une  fonction  en- 
tière de  x  du  degré  m,  et  que  ui9  z/2,  w3,-. . .,  représentent 
les  valeurs  successives  que  prend  cette  fontion,  quand  on 
donne  à  x  une  suite  d'accroissements  égaux  représentés 
par  //.  Soit 

u  =  Ax"1  -+-  Bjc'"-1  -h  Cxm~2  +  ..,  +  Rx  +  L. 

On  aura 

A«  =  A[(.z-1-  h)"1  —  •£'"]  +  B[(jr-f-A)w-'  —  a:"1"] 
-f-  C  [[x  -h  h)"1-7  —  xm~2]  +  .  .  ,-f-  Kh. 

En  développant  et  ordonnant  par  rapport  à  x,  on  aura 
un  résultat  de  la  forme 

Au  =  mkhxm-{  -{-B'xm-2  -+-C'x"l-3-i-.  ..  +  K'. 

Le  premier  terme  est  du  (m  —  iyème  degré  et  son  coeffi- 
cient se  forme  en  multipliant  le  coefficient  du  premier 
terme  de  u  par  l'exposant  de  ce  terme  et  par  h. 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  différence  pre- 
mière, on  aura 

A2«  =  m  (m  —  i)  kh2xm~2  +  B'V"-3  -f-.  .  .  +  T, 

on  trouvera  de  même 

A3r/r=  m(m  —  i)(m  —  2)  AA3^"-5  -+-B'"xm-*  +  .  .  .  +  H'", 

et  ainsi  de  suite. 
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Le  degré  de  chaque  différence  va  eu  diminuant  d  une 
unité,  d'où  l'on  conclut  que  la  m"',n"  sera  constante  et  se 
réduira  au  premier  terme,  dont  la  loi  est  connue.  On 

aura  donc 

A'"  «  =  i.2.3...mA/im. 

Ainsi  les  différences  mièmes  d'une  fonction  entière  du 
mième  degré  sont  constantes 9  lorsque  la  variable  croit  par 
degrés  égaux.  Les  différences  suivantes  sont  donc  nulles. 

733.  Soit  u=:  x"1.  Alors 

Am«  =  i  .2.  3. . .  mfr* , 

H\  =  (x -\-  h)m ,        «,  =  (#-+-  lh)m,  .  .  .  . 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule 

(i)        A»w  =  an  —  nun_t  -+-  "  ^  ~  *'  un^  -f-  .  .  •  ,    (729'; 

1.2 

on  aura,  si  n  =  m, 

,    .        i  1.2.3.  .  .mhm=z  (x-h  mh)m 

v    '       (  — m[x-\-(m  —  i)//]m-K  ..dtxm. 

Faisant  x  —  o,  h  =  i , 

(  i .  2 . 3 .  . . m  =  /h"'  —  m  (m  —  i)m 
(3)  \  /wfiw  —  i) 

f  1.2  ' 


//?. 


Si  l'on  suppose  n^>m,  alors  on  a  A"m  =  o,  et  la  for- 
mule (i),  en  faisant  encore  x  =  o,  /i  =  i,  donne 

(4)  O  =r  nm  —  n(n  —  \)m -\ ï '-  (n  —  i)m  — 

734.  Soit 

u  r=  x(x  -\-  h)  (x  -h  2  /i  ) .  .  .[x+  (n  —  i)à], 
on  aura 

(5)  Au  =  (x  -{-  h)  (x  -{-  ?.h) ,  .  .[x  -{-  (n  —  i)  h]nh , 

(6)  tfu  —  (x-h2.h)...[x  +  (n—i)h](n  —  i)h2. 


La  loi  de  formation  est  évidente 
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DIFFÉRENCES   DE    QUELQUES    FONCTIONS   FRACTIONNAIRES    OU 

TRANSCENDANTES. 

735.   En  supposant  toujours  que  la  variable  croit  par 
degrés  égaux,  on  a 


1"  u  ■= ■ , 

x ( x  -f-  h)  [x  -f-  ih) .  .  .[x  -\-  (n  —  î )  h  \ 

—  nh 

A«  = - , 

x  ( x  -h  h )  ( x  -f-  1  h ) .  .  .  (x  -f-  nh) 

tfa  = »(»  +  .)*' 

x  (  x  -+-  /*  ) .  .  .  (  jc  -+-  /z^  )  [  x  -f-  (  «  -f-  i  )  h  ] 

et  ainsi  de  suite. 

2°  u  =  ax , 

bu  =  ax  (ah  —  i)  , 

A2*  =  tf*(/iA —  i)2, 
et,  en  général, 

bnu  =  ax(ah  —  \)n. 

3°  u  =  sin(«jc  -f-  b), 

bu  =  sin  («je -4-  ah  +  £  }  —  sin  («.r  4-  6), 

•     /              /  x             •     1      7         /             .ah 
A  sm  («or  -f-  6  )  =  2  sin  -  #/7  cos  I  <7^c  -}-  6  H 

V  2  \  2 

On  trouverait  de  même 

b  cos  (  #.£  -f-  b  )  =  —  2  sin  -  a  h  sin  \  ax  ■+-  b  -\ )  . 

2  \  2    ' 

On  trouvera  ensuite 

A2  sin  (  a  x  -+-  b  )  =  2  sin  -  a/* .  A  cos  (  «  ,r  +  />  -i )  , 

et,  à  cause  de  la  seconde  formule, 

A2 sin  (ax  4-  b)  —  —  4s>n'  —  sin  («.r  -h  b  -h  #/* 
et  ainsi  de  suite. 
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CALCUL    INVERSE    DES    DIFFÉRENCES.    —    DÉFINITIONS    II 

NOTATIONS. 

730.  Le  calcul  inverse  des  différences  a  pour  objet  de 
déterminer  une  fonction  quand  on  connaît  sa  différence 
finie,  ou  lorsqu'on  a  une  relation  entre  cette  fonction, 
quelques-unes  de  ses  différences  et  la  variable  indépen- 
dante. Mais  nous  nous  bornerons  au  premier  cas. 

Soit  x  la  variable  indépendante  dont  l'accroissement 
Ax  est  supposé  constant  et  égal  à  h\  soit  ¥(x)  la  fonction 
inconnue  et  f{x)  la  diflérence  donnée  :  on  doit  avoir 

AF(#)  =/(*),  ou  F  {*  +  A}  —  F  (*}  =/(*). 
La  fonction  F(#)  dont  la  différence  est  f(x)  se  repré- 
sente par  ^.f{x)  et  se  nomme  l'intégrale  aux  différences 
finies  de  f(x).  D'après  ces  notations,  les  caractéristiques 
Y  et  A  appliquées  à  la  même  fonction  se  détruisent,  et 
1  on  a 

»2/'(*).p/(*s  2^*î*^'*j- 

737.  Dans  le  calcul  intégral  ordinaire,  quand  on  a  ob- 
tenu une  intégrale  particulière  d'une  différentielle  donnée, 
on  ajoute  à  cette  première  solution  une  constante  arbi- 
traire pour  former  l'intégrale  générale.  Dans  le  calcul  in- 
tégral aux  différence  finies,  ce  n'est  pas  une  constante 
arbitraire  qu'il  faut  ajouter  à  une  intégrale  particulière, 
mais  la  fonction  la  plus  générale  dont  la  différence  est 
nulle.  Ainsi  gp  (x)  étant  une  fonction  dont  la  différence 
estf(x),  il  faudra  que  l'on  ait 

F(*)=^*)-r-w(jr)-, 
g  (x)  devant  satisfaire  à  l'équation 

ùltj(x)  —  zj[x  4-  h)  —  vs[x)  —  o. 
La  valeur  de  la  fonction  n  [x)  est  complètement  arbitraire 
quand  x  varie  depuis  une  valeur  quelconque  a  jusqu'à  la 
valeur  a-\-h.  Pour  les  valeurs   de  x,  qui  ne  sont  pas 
comprises  dans  cet  intervalle,  ry  (x)  sera  déterminée  par 
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la  condition  de  reprendre  la  même  valeur  quand  x  aug- 
mente de  h.  On  la  nomme  pour  cette  raison  une  fonction 
périodique. 

Cette  fonction  peut  être  représentée  par  une  courbe. 
Prenons    sur    l'axe    Ox   des    intervalles    A  A',    A'A;/, 
h!' A!",.  .  .,  égaux  à  h;  puis  élevons  les  perpendiculaires 
Fig.  ,,(,.  égales  AB,  A'B',  A'B",. . . . 

Traçons     à     volonté     l'arc 
BMB'9  et  soit  BB'B"BV.. 
une   ligne    composée    d'un 
nombre      indéfini      d'arcs 
égaux  à  BMB'.  L'ordonnée 
de  celte  courbe  aura  la  même  valeur  pour  des  valeurs  de  x 
dont  la  différence  est  h  et  représentera  la  fonction  cherchée. 
On  aurait  une  fonction  jouissant  de  la  propriété  en 
question,  si  l'on  prenait 

1TZX 


l'A" 


ct(jc)  =.  VF  (  sin 


2.TZX 
COS  — : —  ! 


h  h 

*¥  désignant  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire. 

THÉORÈMES    SUR    LES    INTÉGRALES    AUX   DIFFÉRENCES   FINIES. 


738.  Dans  le  calcul  intégral,    /     f{x)  dx  représente 

J  a 


somme  des  valeurs  de  la  différentielle  f[x)dx  quand  x 
varie  de  a  h  b.  L'intégrale  aux  différences  jouit  d'une 
propriété  analogue. 

Soit  F  (x)   une  fonction  dont  la  différence  finie  est 
f(oc).  On  a,  quel  que  soit  x, 

±F(x)     ou     Y{x+  h)  —  ¥{x)z=zf(x)i 

Appelons  x0,  0?4,  #s,. . . ,  a?„  des  valeurs  de  x  croissant 

par  intervalles  constants  et  égaux  à  h.  On  aura 

*(*»}  — F  (*.)=/(*.), 

FW-IW=/(«i), 


F(.r„)-F(.r„_,)=/(^-.); 
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d'où 

(i)      F(.r„)  -F(.r0)  =/(*o)  H-/(x,)-f-.  •  .-*-/(* 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Notons  encore,  comme  exemple  de  l'analogie  des  deux 
calculs,  les  formules 

(3)  ^  au  =  a  ^   ^ , 

conséquences  évidentes  des  formules  (i)  et  (3)  du  n°  728. 

INTÉGRATION    DE    QUELQUES    FONCTIONS. 

739.  On  a  trouvé  (735,  2°) 

A.ax  =  ax(ah  —  i), 
d'où,  en  désignant  par  C  une  fonction  périodique  (737), 

Si  l'on  donne  à  x  les  valeurs  o,  i ,  2, .,.  . ,  n  —  i ,  on  a 
/i  =  i,  et  en  appliquant  la  formule  (i),  on  aura 

an  i  an—  i 

a  —  i         a  —  i         a  —  i 

formule  qui  donne  la  somme  des  termes  d'une  progression 
géométrique. 

740.  On  a  trouvé  (735,  3°) 

A  sin  (  ax  -t-  b  )  ~  2  sin  -  ah  cos  \ax  -\ -h  b  \  : 

2         \        2       y 
i  /*   .,   . 

changeons  x  en  x •>  il  vient 

°  2 

A  sin  [ax h  b  )  —  2  sin  —  ah  cos  (  ax  -+-  b  ) , 

\        2      y  2 

d'où 

•    /           ^        i\ 
sin  I  ax hM 

V  cos(a.z  H-  b)  =  ^ -h  C. 

2 sin  -  ah 
?. 
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En  faisant  x  =  o,  i,  2,...,  n  —  1,  on  aura 
cos6  -hcos(fl  -f-  £)-f-cos(2rt-h  £)+.  .  .-+-  cos[(w  ~i)a  +  ^] 
sin     in )  a  -f-  M  —  sin  (  6 


1 
2  sin  -  « 

2 


c'est-à-dire 

cos6-hcos(rt-f-6)H-cos(2tf-f-6)H-.  .  .-hcos[(«  —  1)  ci-\-b] 


.    na         \  n  —  1  . 

sin  —  cos a  -\-  0 

2  \      2 

1 
sin  -  a 
2 


On  trouverait  de  la  même  manière 

sin  b  -f-  sin(«  -f-  b)  -f-  sin  [ia  4-  £)•+- .  .  .  -h  sin[(/ï  —  1)  a  4-  b  ] 


.     na    .       n  —  1  , 

sin  —  sin a  4-  b 

1  \     2 

1 

sin  -  a 
2 


7-41.  Eu  intégrant  la  formule  (1)  du  n°  734,  et  rem- 
plaçant x  par  x  —  /?,  et  n  par  n  4-  1,  on  a 

[        y*(a?  +  Jl). .  .[x+(ri —  i)J5] 

(,)         j_(*-A)*(.r  4-  /*).  ..[*+(;» --i)A] 

On  tire  de  la  seconde  formule  du  n°  735  en  y  changeant 
n  en  n  —  1 


4dx(x  +  h). .  \x  +  (n  -1)  h] 

1                                          1 
— n^ 1   r 

(n  —  1  )  h       x  [x  4-  h)  (x  4-  2  //)...  [x  4-  (n  —  2)  h] 

En  changeant  x  en  m  4-  /?,,  dans  la  formule  (1),  puis 
faisant  /?,  =  1,  on  aura 

[i.2.3.  . n 4-  2. 3. 4-  •   i>  -H  1  )  4-  3 . 4 . 5 . . .  («  4-  2  )  h-  . . . 

/  o\  ]  ■+-.  m ■(«  ?t-  1)  (m  -f-  2  ) , . .  ( w  -+-  n  —  1  ) 

j  n(f»  +  i)(M  +  2)...(ffi  +  '»j 

y  ^  4-  1 
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Ici  la  constante  est  nulle  parce  que  le  premier  membre 
est  nul  pour  m  —  o. 

Par  exemple,  si  n  —.  3,  on  a 

i.2.3  +  2.3.4  +  3.4-5-f  .  ..+  m  (m  -+-\)(m  +  2) 

z=z -y  m  [m  -\-  \)  ( m  -f-  2 )  ( m  -f-  3  ) . 

On  tirera  de  même  de  la  formule  (  2  ) 


■+■ 


,,.\       i.2...«        2.3... («H-i  1  m{m-\-i)...[m-{-n — 1) 

=_^r__! : . 

[        n  —  1  L.i.2.3...(/2 — 1)       (m  +  i)..  .{ni-\-n  —  [)J 

Par  exemple,  on  a,  pour  n  =  3, 

1 
iii  1 


1.2.3       2.3.4       3.4-5  /w(m  +  i)(ffl  +  ?.) 

1        1  1 

4  2(/»  +  l)(/«  +  2J' 

pour  n  =  2, 


1.2         2.3  /72(w-}-i)  m  +  i 

Il  est  facile  de  vérifier  ce  dernier  résultat,  car  le  premier 
membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

('-ï)+(î-5)+(W)+---+(^-rirr)' 

et  la   somme    de    ces   termes    est  évidemment   égale    à 

1 

1 

m  H-  i 
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CINQUANTE-HUITIÈME  LEÇON. 

SUITE  DU  CALCUL  INVERSE  DES  DIFFÉRENCES.  -  FORMULES 

1)  INTERPOLATION. 

Intégration  des  fonctions  entières.  —  Évaluation  des  sommes  par  les 
intégrales  ordinaires  et  des  intégrales  par  les  sommes.  —  Formule  de 
Newton.  —  Formule  do  Lagrange.  —  Approximation  des  quadratures. 


INTÉGRATION    DES    FONCTIONS    ENTIERES. 

742.   L'intégrale  d'un  polynôme  du  miime  degré 

f(x)  =  Ax'"  4-  B  .?•"<-'  -f-  Cxm-2-h .  . .  , 
devant  être  un  polynôme  du  degré  m  4-  i,  posons 

V  f{x)  —  AV"+1  -f-  BV"  -h  C'x'"-1  •+-..., 

A',  B',  G', .  .  . ,  désignant  des  coefficients  inconnus. 
On  doit  avoir 

A'  [  [x  4-  /0'"4"'  —  •*"'+'  ]  4-  B'  [(.r  4-  h)"1  —  x'"]-\-  .  .  . 
=  Axm-]-  Bxn-'  4-  Cr'"-24- .  .  . 

ou  bien 

(m  -hi)m 


>  +  i)A'A 


:v" 


I  .2 

4-  B'mh 


A'/i5 


x' 


+  {m  +  l)m(m-i)Jl/¥ 

I  .2.3 

ni  (m  —  I  ) 
I  .2 

H- (ut  —  i)C'A 


.r"1' 


=  A  x'"  -+-  B  x'"-{  -+-  C  jc"'-2  4- .  .  .  . 
En  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x 
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dans  les  doux  membres,  on  aura 

\m-\-\)  h  mh        2 

(  /« I  )  A  2  12 

et  ainsi  de  suite. 

Pour  trouver  V  a?"*,  il  suffit  de  faire  A  =  i ,   B  =  o, 
C  —  o,  etc.,  et  Ion  a 

y—  '  *>  —         '         C'—mh 

(  m  -f-  i  )  h  i  12 

d'où 

v^  i  II.. 

>  jc'"  = — -  xm+> .r"1  -\ mhxm~'  —  .  .  .  . 

^■<  (m  -f- 1)  h  i  12 

On  voit  que  le  premier  terme  est  égal  à  l'intégrale  de 
x'ndx  divisée  par  h  et  que  le  coefficient  du  second  est 

égal  à 

°  2 

743.   On  peut    trouver  £^xm    et    plus    généralement 
>  f  {x)  par  la  série  de  Taylor.  On  a 

/(*+./,)—  f{x) 

ou  A/( *)  =  A/'  (*)  -h  -^/" (*)  H- ...  ; 

ce  développement  se  termine  de  lui-même  quand  f(x) 
est  une  fonction  entière  de  x. 

Si  l'on  intègre  les  deux  membres,  on  a 

et,  si  l'on  pose  f  (x)  =  x"1+i , 

xm+l  =  (m  -h  i )  h  \*  xm -h  ( m  -f-  i  )  w  ]Ç  x'"-' 

1.2.3  *■* 
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Pour  déduire  de  là  "V^"',  il  faut  faire  successivement 

m  =  o,  i,  2,  3, ...  \  on  aura,  C  désignant  une  fonction 
périodique  (737), 

—  1 1l  2 


// 


■^  x'  i  n  „ 

P 


.r 


I  A  //' 


à?4  =  =-; x%  -h  -^  .r3  —  — -  .r  -f-  C. 

-      on         1  5  oo 


La  formule  générale  (738) 

f(.v0)  +/(*i)  +  •  •  .  +/(.r„_,)  =  F  (*.)  -  F  (*0) 

permet  de  déduire  de  l'intégrale  Y*xm  la  somme  des  puis- 
sances miemes  des  nombres  i,  2,  3, .  .  . ,  n. 

Si  Ton  fait  h  —  1 ,  et  qu'on  donne  à  x  les  valeurs  o,  1 , 
2,  3, ...,/?,  ce  qui  change  2.rm  en  Si".+  r'ni  on  aura 

1  1  /î(«+i) 

Sj  =  -78*  -h  -*  S=       l  '  , 

2  2  2 

I                   I                   I                 /?(«  +  l)(2/?  +l) 
S2  r=  -  rt3 -f- -  rt2  -}-  -;  rt  =  — • 5 -•> 

0  2  O  I  .2.  «5 

1  i  1  n2(;/  +  i)2 

424  4 

1  *  !  ' 

S4  =  F  «5  -h  -  n*  -h  0  «3  —  0-  «• 
5  2  i  00 


On  remarquera  que  la  somme  des  cubes  des  //  premiers 
nombres  esl  le  carré  de  la  somme  de  ces  nombres 


2fï6 
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m 
SOMMATION    DES    PILES    DE    BOULETS, 


744.  Considérons  d'abord  une  pile  à  base  triangulaire. 
Soit  n  le  nombre  des  boulets  contenus  sur  un  côté  de  la 
base,  la  base  contiendra  un  nombre  de  boulets  égal  à 

0  n  (n  -f-  ï) 

2 

Pour  avoir  le  nombre  total  N  des  boulets,  il  faut  faire 
successivement  n  =  ï,  2,  3,  etc.,  ce  qui  donnera  les  bou- 
lets contenus  dans  les  diverses  trancbes  à  partir  du  som- 
met. Le  nombre  cherché  est  donc  égal  à 

1.2        2.3        3.4  n[n  -h  1) 

222  2 

ou,  d'après  la  formule  (3)  du  n°  741, 

d)  H  _.  ^(/?  +  0  ("  +  2) 

[    '  1.2.3 

Si  la  base  de  la  pile  est  un  carré  dont  chaque  côté  ren- 
ferme n  boulets,  le  nombre  des  boulets  de  cette  tranche 
sera  if .  La  somme  de  toutes  les  tranches  sera  donc 


et  Ton  aura  (743) 

(2)  W:r«(^  +  l)(2«+l) 

Soit  enfin  une  pile  rectangulaire.  Appelons  n  le  nom- 
bre des  boulets  contenus  dans  le  petit  côté  de  la  base  et 
a  -h  1  le  nombre  des  boulets  qui  forment  la  rangée  supé- 
rieure de  la  pile.  Par  l'une  des  extrémités  de  cette  rangée, 
concevons  un  plan  parallèle  au  plan  du  triangle  équi- 
latéral  qui  aboutit  à  l'autre  extrémité.  La  pile  se  trouve 
alors  partagée  en  une  pile  à  base  carrée  et  un  prisme 
dont  l'arête  la  plus  élevée  contient  a  boulets.  Donc,  si 
l'on  nomme  N  le  nombre  des  boulets  de  la  pile,  on  aura 

n  [?i  -\-  1)  {1  n  -\-  \)  n(n  -\-  1) 

6  2 


CJNQUÀNTE-Hl  UTIÈME    LEÇOJN.  a5^ 


OU 

(3)  y_n(n-hi)ra-hi-h<?.{n-+-a)l 

or  a  ■+- 1  est  le  nombre  des  boulets  de  l'arête  supérieure 
et  n-\-a  le  nombre  des  boulets  d'un  côté  de  la  base  : 
donc  le  nombre  des  boulets  dune  pile  rectangulaire  est 
égal  au  nombre  des  boulets  contenus  dans  l'une  des 
faces  triangulaires ,  multiplié  par  le  tiers  de  la  somme 
des  nombres  de  boulets  contenus  dans  les  côtés  paral- 
lèles de  la  pile. 

Il  existe  une  analogie  évidente  entre  la  formule  (3) 
et  celle  qui  donne  le  volume  d'un  prisme  tronqué. 

ÉVALUATION    DES    SOMMES    PAR    LES    INTÉGRALES   ORDINAIRES 
ET    DES    INTÉGRALES     PAR    LES    SOMMES. 

745.  Soit 

*(*)=jf/(*)i** 

On  a,  par  la  formule  de  Taylor, 

Y(x-hh)  —  F(*) 

Donnant  à  x  les  valeurs  ,r0,  xx  ,  .r, , .  .  . ,  .r„_,  et  dési- 
gnant xn  par  X,  on  a 

F(.r,)  —  F(*B) 
=  hf{x0)  +  —f'(x»)  H ?-*r(x.)  -h  . . . , 

1.2  1.2.3 

Y(x,)  —  F{.r{) 
F(X)-F(^_:) 

II.    2e  édition,  ,  - 
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et,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

F(X)  -  F(*„)=  h[/(x0)  +■/(*,)  +  .  .    +/(*„-,)] 


Posons 

/  (*.)  4-/  W*4>  .  .+/  (*„_,)  =  S/  (x)7 
f'(xl))+f\xl)-+-...-}-f'(xn_i)  =  Sf'(x), 

Comme  F(X)  —  F(#0)  n'est  autre  chose  que  l'intégrale 
définie  de  /*(#)  </.r,  prise  entre  les  limites  x0  et  X,  l'é- 
galité (i)  pourra  s'écrire 


X 


A> .  h 


(2)  f(x)  dx  =  k$f{x)  H Sf'{x)  H 5  S/»(*)  -t- . 

Jx  1.2  1.2.3 

Remplaçante/*^)  successivement  par/'^r),  f"(x)..., 
dans  l'égalité  (1),  on  aura 

/  (x)-/  (.*0)=às/'(*)  +  j~4F  M  4-  tv3S////W+- 


Multipliant  les  égalités  (2)  et  (3)  par  1,  A/?,  B/i2,  C/i3,..., 
et  ajoutant,  il  vient 

jf  /(*)rfr  +  A/,[/(X)-/(*„)]  +  BA'[/'(X) -/'(•*•)] 
+  C/4/"(X)— /"(*„)]-)-... 

(4)  (  =  *V<f J  +  A'S/' W  (j~  +  A) 
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Le  second  membre  de  cette  égalité  se  réduit  à  hSf(x), 
si  l'on  pose 


poï 

i 


H-A  =  o, 

I  .2 
1  A 

-,  H hB  =  o, 


1.2.3  1.2 

i  A  B 

H hC  =  o, 


1.2.3.4  1.2.3  1.2 


d'où  l'on  tire 


A  = 

i 

2 

B  = 

I 

î 

12 

€  — 

o, 

D  = 

I 

1 

■J20 

E  = 

0,.  .  .; 

de  là  résulte 


X 


S/(*)  =  £  jf/(*W*-j[/(X)  -/(*.)] 

(5)        |  +  ^M/'W -/'(*.)] 

__»_A3[/-(X)  _/»(*.}]  4-...; 
720 

formule  qui  sert  à  représenter  une  somme  au  moyen 
d'une  intégrale  définie. 

746.  L'équation  (5),  résolue  par  rapport  à  j     f(x)  dx, 

fera  dépendre  la  détermination  d'une  intégrale  ordinaire 
de  celle  dune  intégrale  aux  différences  finies.  En  rem- 
plaçant  Sf(x)    par  f(x0)  ~hf{xt)  -hf(x9 ) +■  •  •  -,   on 

>7- 


2ÔO 

couits  d'analyse. 

aur£ 

» 

,i. 

X 

A* 

:  )  dx 

=A[/£U/(, 

;.)+/(*.)+'• 

.+ 

/(*) 

(6)j 

720     L 

•    •    • 

I 


Le  premier  terme  du  second  membre  est  égal  à  la 
somme  des  trapèzes  inscrits  dans  la  courbe  y=f(x), 
et  déterminés  par  des  ordonnées  équidistan tes.  Quant  au 
premier  membre,  il  représente  Taire  de  cette  courbe. 

747.  La  détermination  des  coefficients  A,  B,  C, .  . . , 
peut  se  faire  au  moyen  d'une  fonction  particulière, 
puisque  leur  valeur  numérique  doit  être  indépendante 
de  la  fonction  f(x).  Si  l'on  prend 

on  a 


f  'a*) 

dr  =  CX  —  er% 

>*- 

*x_ 

-e*° 

c              ■  1  -  . 

eh- 

7 
-  1 

puisque  X=jr0  ~\- nh.  Si  Ton  porte  les  valeurs  précé- 
dentés  dans  l'équation  (1),  le  facteur  e  — cx°  se  trouvera 
commun  aux  deux  membres,  et,  en  le  supprimant,  on 
aura 

(7)  ~hZT~  H-A//-f-B/z'-{-CA3-f- 

11  suffit  donc  de  développer  -5 suivant  les  puissances 

de  //,  ce  qui  se  fera  par  la  formule  de  Maclaurin. 

On  sait  déjà  que  A  =  —  -:  légalité  (7)  revient  donc  à 
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Ja  suivante, 

I  +  B^  +  C/«l+...=  3 h  -  =  -  U ^^ , 

e*  —  r         '2        2  (  e"  —  1  ) 


ou  bien 


h 


h    e2  4-  6-     * 

1  4-B/iî+C//,  +  D/i*  +  .  .  .  =  -■ 


2 


A  /i 


«?*--«     J 


Le  second  membre  ne  change  pas  quand  h  est  remplacé 
par  — h.  Donc  le  premier  membre  ne  doit  renfermer 
que  des  puissances  paires  de  h  et  Ion   a 


C  =  o,     E  =  o 


9  •  •  •  • 


FORMULES      D  INTERPOLATION.     FORMULE     DE      NEWTON. 

748.  L  interpolation  a  pour  objet  de  trouver  une 
fonction  d'une  variable,  connaissant  les  valeurs  de  cette 
fonction  qui  correspondent  à  un  certain  nombre  de  valeurs 
données  de  la  variable.  Ce  problème  est  indéterminé 
tant  qu'on  ne  fixe  pas  la  forme  de  la  fonction  cherchée, 
car  il  revient  à  faire  passer  une  courbe  par  des  points 
donnés,  ce  qui  peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières, 
tant  que  la  courbe  n'est  pas  définie.  Le  problème  de 
l'interpolation  devient  déterminé  quand  la  forme  de  la 
fonction  est  donnée  et  qu'elle  renferme  autant  de  para- 
mètres distincts  qu'il  y  a  de  valeurs  données  de  la  fonc- 
tion. Par  exemple,  si  l'on  se  donne  n  -f-  i  valeurs  d'une 
fonction  entière  du  degré  n,  correpondant  àn  +  [  valeurs 
de  la  variable,  on  aura  n-\-  i  équations  pour  déterminer 
les  n -h  1  coefficients  inconnus. 

Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  les  valeurs  de  la 
variable  sont  équidistantes. 

Soient  donc 

**"o  y        &Jt  1        *>  j  •  •  •  j        ■'m 

77-4-1  valeurs  équidistantes  d'une  variable,  et  soi  \h  leur 
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différence    constante.    En    choisissant    convenablement 
l'origine  des  x,  on  pourra  faire  en  sorte  que 

x0=o,      a:l=.hi      £3=2Â,...,      x„-=.nh. 
Soient  u0)      utJ     u,, .  .  .  ,     m„ 

les  valeurs  correspondantes  d'une  fonction  u,  que  nous 

supposerons  entière  et  du  iiieme  degré.   A   l'aide  de  ces 

valeurs  on  pourra  former  les  différences  successives  Au0  j 

A*m0,  A3w0,.  .  .,  Anw0.  Mais  on  a  (731) 

m  (m  — 1) 

um  =  u0  -f-  m  A  u0  H A7m0  -4- .  .  .  . 

1  .2 

Ce  développement  de  utn  s'arrête  de  lui-même  au  terme 
qui  contient  A'nw0,  parce  que  les  coefficients  des  termes 
suivants  se  trouvent  nuls.  Ainsi  on  peut  le  prolonger 
indéfiniment.  En  supposant  m  moindre  que  n  ou  au  plus 
égal  à  7z,  on  peut  écrire 

m(m  —  1) 

um  =  u0  •+-  m  A  u0  -i - b7u0  -+- .  .  . 

1.2 

wf(m  — i)(m  — 2)...(/w  — /1-+-1)  ,_ 
_ — a  ut, 

1 .2.0. . ,» 

.r 


Remplaçons  /n  par  ->  et  posons 

.r  a;  /.r         \  A2u 

h  h\/i         /  1  .2 


(2) 

à  fàs       \        fx  \     A"w0 

Le  polynôme  1/  se  réduit  évidemment  à  um  pour  x=mh\ 
par  conséquent,  il  prend  les  valeurs 

lorsque  x  est  égal  à 

o,     h,     2A, .  .  . ,     «^, 

et   comme  ce  polynôme   est  du  nieme  degré,  il  satisfait  à 
toutes  les  conditions  du  problème. 

La  formule  (2)    est  connue   sous  le   nom  de  formule 
de  Newton, 
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FORMULE   DE    LAGRANGE. 

749.   Supposons  maintenant  que  les  valeurs  données 
de  x, 

•2*0  ,  X ,  j  £■!)   m    m    •    J  -^,J  , 

soient  quelconques.  Posons 

(  I  )  K  =  A  +  B.r  +  Cx2+...-h  G.r". 

On  a,  pour  déterminer  les  n  H-  i  coefficients  A,  B, . ..,  G, 
les  n  -+•  i  conditions 

u0=  A  -f-  Bx0  4-  Ca?J  4-.  .  ,-j-Gar£, 

«,  =  A  +  B^,  H-  G*î-H.  .  .-f-  Gx?, 
(a)  (  u2=  A-|-Bar2H-C^23-+-.  .  .-f-  Gr*?. 


un=  A  -j-  B/„  H-  C.r=  -f- .  .  .  -+-  G.<. 

D'après  les  formules  relatives  aux  équations  du  pre- 
mier degré,  les  expressions  des  inconnues  A,  B,  C,...,  G, 
contiendront  */0,  zi1?...,  un  au  premier  degré.  En  rem- 
plaçant A,  B,  G,...,  G,  par  leurs  valeurs  dans  la  fonction 
n,  et  réunissant  tous  les  termes  qui  renferment  i/0,  wlv.., 
//„,  on  aura  donc 

u=z  p0//0  -4-  P,«,  H-  PjM2  -h.  .  .-f-  P„w„, 

P0,  Pt,  P2,  •  •  • ,  Pn,  étant  des  fonctions  de  x  et  de  x0,  xu 
j:,,.  .  . ,  ac„.  Si  l'on  fait  x  =  xQ,  dans  la  formule  précé- 
dente, on  doit  trouver  u  =  z/0,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

P0=i,     P,=  o,     P,=  o,. . . ,  P»=o,     pour     x  =  x0, 

car  les  quantités  u0,  tff,  w2,  .  .  . ,  w„,  n'ont  aucune  dépen- 
dance entre  elles.  De  même,  on  aura 

P0  =  o,     P,  =  i,     Pa  =  Q,...,     P„  —  o,     pour     r  =  x%i 

et  ainsi  de  suite. 

La   fonction  P0  devra  donc   être  nulle  pour  x  =  Xi* 

x  =  x7  y  .  .  .  ,  x  =  xn,  et  comme  elle  est  du  nlhnr  degré. 
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on  peut  écrire 

P0  =  K(.r  —  x{)  (x  —  x,).  .  .(*—  xn), 

K  étant  un  coefficient  numérique.  Mais  P0  doit  être  égal 
à  l'unité  pour  x  —  x0,  donc 

i  =  R  (x0  —  xt)  (x0  —  x3) .  .  .  (x0  —  *„) , 
d'où  résulte 

p  {x  —X{)  (x  —  x2).  ..{x  —xn) 

{ x0      x{  j  [x0 —  Xi  J .  .  .  y xa  —  xn  j 

On  trouvera  de  même 

p  (*  —  a'p)  (.r  —  Jr2)  ■  .  .  (*  —  •*«  j 

(x,  —  x0)  (x\  —  x,)...(xt — xn) 

p  —  (^  — -^o)  [x  — *i)  (*  — x-j).  .  .{x  —  xn) 

et  ainsi  de  suite.  En  portant  ces  valeurs  dans  l'expres- 
sion de  m,  on  aura  la  formule  d'interpolation  due  à  La- 
grange, 

(x  —  x,  )  (x  —  x7) .  .  .  [x  —  xn) 

U  ==  ' — : Ut 

y  <^"o         3C\)  ^  '^0         *E'2  )  •  -  •  \  «2-o  —  P'n  ) 

( X  Xa)   (x  Xi).  .  .  (x   Xn) 

_f_  2 LJ ! j  « 

(3)  (xt  —  x0)  (xl  —  X2).  .  .{xx—xn) 

-4- 

(  X  — ■  Xq  )  (  X         xx  J .  .  .  (  x  ——  xn_x  ) 

-H T-) - ■ "   «„. 

\Xn         X0J    [Xn         XiJ...{Xn         Xn—\J 

11  n'existe  pas  d'autre  fonction  du  nieme  degré  remplis- 
sant les  conditions  énoncées,  car  si  l'on  avait  encore 

u  =  A'-f-B'x-K.  .-f-  Gfx% 

il  faudrait  que  la  différence 

A-A'  +  (B~B')^4-...+  (G-G>'' 

devînt  nulle  pour  les  n  -f-  1  valeurs  xQ,  x,,  xt, .  .  . ,  .rn, 
ce  qui  est  impossible,  car  une  équation  du  rieme  degré 
ne  peut  pas  admettre  plus  de  n  racines. 
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750.  La  formule  de  Lagrange  peut  se  déduire  de  la 
décomposition,  en  fractions  simples,  d'une  fraction  algé- 
brique rationnelle  %— -71  dans  laquelle  le  degré  de  a>  (x) 

est  moindre  que  celui  de^a:),  et  dont  le  dénominateur  a 
toutes  ses  racines  inégales. 
Posons 

y[x)  =  w,     f{x)  =  (x  —  x9)  (x  —  .r,).  .  .(* —  x„)  : 

on  a 

i?{*)  __    ?  (■*<>)   m  '  ^_    ?(•*■)    ,  __J h 

7'0«)  (*?—*,,) 

Mais  ^p  (j:0)  =  "o  et 

f'(x0)  =  (x0  —  Xt)(x9  —  JC2)  -f-.  .  .(.r0  —  *„). 

Donc,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  l'égalité  (4) 
par  f(x),  on  trouvera  que  ®(x)  est  la  somme  de  plu- 
sieurs termes  de  la  forme 

(x  —  .r,  )  (x  —  x2)  .  .  .  (x  —  xn) 
(  •ï'o         Xi  )  {x0 X-2  ) .  .  .  (  X0  Xn  ) 


FORMULES     D  APPROXIMATION      POUR      LES     QUADRATURES, 
RECTIFICATIONS,     CUBATURES. 

751.  L'évaluation  des  aires,  des  longueurs,  des  vo- 
lumes se  ramène,  en  dernière  analyse,  à  la  détermination 
d'une  ou  de  plusieurs  intégrales  définies  relatives  à  une 
seule  variable.  Mais  il  est  souvent  impossible  d'effectuer 
l'intégration  indiquée,  et  il  faut  recourir  à  des  formules 
d'approximation. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'évaluer  l'intégrale 

/(*)<&  =  S, 


!.. 


ou  l'aire  de  la  courbe  y~f(x), 
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La  formule  d'Euler  (746)  offre  un  premier  moyen  d'ob- 
tenir une  valeur  approchée  de  cette  intégrale.  On  peut 
aussi,  à  l'aide  des  formules  d'interpolation,  remplacer 
f{x)  par  une  fonction  entière  du  nte,ne  degré  que  l'on 
intégrera,  ce  qui  revient  à  remplacer  la  courbe  y  =J'  (x) 
par  une  parabole  du  nie,ne  degré  qui  a  n  -+- 1  points  com- 
muns avec  elle.  On  peut  encore  prendre  une  suite  de  para- 
boles du  deuxième  degré,  et  remplacer  les  parties  corres- 
pondantes de  l'aire  cherchée  par  celles  de  ces  paraboles. 
C'est  cette  dernière  méthode  que  nous  allons  développer. 

Partageons  l'intervalle  X  —  xQ  en  un  nombre  pair  n 
de  parties  égales.  Par  les  trois  points  de  la  courbe, 
(x0,  Jo)9  (.To+/i,  jj),  (J0  +  2A,  yt),  faisons  passer 
une  parabole  du  second  degré  dont  l'axe  soit  parallèle  à 
l'axe  des  y,  ce  qui  est  toujours  possible,  comme  l'on  sait. 
Désignons  par  z  l'abscisse  comptée  à  partir  du  pied  de  la 
première  ordonnée.  L'équation  de  la  parabole  sera 

y  =  A-f-Bz  +  Cz% 
et  nous  aurons 

Jo  ==  A. 
j,=A-hBÀ-f-CA2, 

jj  =  A  -+-  1B/1  H-  4C//:, 
et  ensuite 

■2  h 


r3"  ih 

ydz  =  —  (3 A  -h  3BA  -f-  4C/r 


=  ^  (  A  4-  4  A  4-  4 B h  -h  4C A'  -f-  A  +  2B/1  -f-  4C//3) 
5 


par  conséquent, 


!.. 


h 


ydz  =  -  (.r„-f-  47.-+-.' 


On  opérera  de  la  même  manière  sur  les  autres  parties 
de  l'aire,  cl  l'on  aura  une  valeur  approchée  de  cette  aire 
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en  faisant  la  somme  de  ces  parties,  savoir  : 

+  3  U*  +  4/*  -+"  7»)  +  •  •  •  ■+-  3  (js-i  H"  4  J"-<  ■+"  7n)  y 
ce  qui  revient  à 

S  =  3  [ jo-h/Vf- a< J,-hj4 -h . . . -h/n-u)  +  4(7. -+■  ri-H •  •  •  4- J„-.)j 
Cette  formule  est  due  à  Thomas  Simpson. 
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CALCUL  DES  VARIATIONS. 
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VARIATION  D'UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE. 

But  du  calcul  des  variations.  —  Définitions  et  notations. —  Théorèmes  sur 
la  permutation  des  signes  d  et  <f,     /    et  <?.  —  Variation  d'une  intégrale 

définie    I   V  dx.  —  Cas  où  V  ne  dépend  pas  des  limites.  —  Cas  où  V 
eontient  deux  fonctions  de  x.  —  Cas  où  V  dépend  des  limites. 


BUT    DU    CALCUL    DES    VARIATIONS. 

752.  Dans  les  questions  ordinaires  de  maximum  et  de 
minimum,  on  donne  la  forme  d'une  fonction  d'une  ou 
de  plusieurs  variables,  et  l'on  cherche  les  valeurs  par- 
ticulières qu'il  faut  attribuer  à  ces  variables  pour  que  la 
valeur  de  la  fonction  diminue  ou  augmente  lorsqu'on  mo- 
difie très-peu  ces  variables.  Dans  le  calcul  des  variations, 
on  considère  une  intégrale  définie 


dy     d2  r 


qui  renferme  sous  le  signe  I  une  variable  x,  une  fonc- 
tion inconnue  y  de  cette  variable,  et  quelques-unes  de 
ses  dérivées,  et  il  faut  trouver  pour  y  une  fonction  f  (x) 
telle,  que  cette  intégrale  ait  une  valeur  plus  grande  ou 
plus  petite  que  si  l'on  remplaçait  f  [x)  par  une  fonction 
d'une  forme  tant  soit  peu  différente.  On  voit  en  quoi  les 
nouvelles  questions  se  distinguent  des  questions  ordi- 
naires. Ce  n'est  pas  une  ou  plusieurs  valeurs  particulières 
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qu'il  faut  déterminer,  mais  la  forme  d'une  certaine  fonc- 
tion inconnue  ou  la  valeur  j'  en  fonction  de  x. 

753.  Plusieurs  problèmes  de  géométrie  conduisent  à 
chercher  le  maximum  ou  le  minimum  d'une  intégrale 
définie.  En  voici  un  exemple  :  Étant  donnés  deux  points 
C  eî  D,  trouver  une  courbe  plane  CMD  telle,  que  la 
surface  de  révolution  engendrée  par  le  mouvement  de 
cette  courbe  en  tournant  autour  d'un  axe  Ox  situé  dans 
son  plan  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

Soit  S  la  surface  :  en  posant 
OA  =  x0 ,  OB  =  Xi ,  on  aura 


F»C-  « 

3o. 

y 

wJ 

— 

c/ 

/ 

0 

A 

'       I 

:        x 

*£ 


ds 
S  =  27r  I         r  -—dx. 
d.7- 


Il  faut  donc  trouver  une  fonc- 
tion de  x,y=  f(-ï),  telle,  que 
l'intégrale  précédente  ait  une  valeur  plus  grande  ou  plus 
petite  que  toutes  celles  qu'on  obtiendrait  en  modifiant 
infiniment  peu  la  forme  de  la  fonction  î(x). 

754-.  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  nouvelles 
questions  diffère  peu  de  celle  qu'on  a  déjà  suivie  dans  les 
questions  ordinaires  de  maximum  et  de  minimum.  On 
suppose  connue  la  fonction  cherchée  :  on  la  fait  varier 
infiniment  peu,  et  l'on  exprime  que  la  valeur  de  l'in- 
tégrale augmente  si  cette  intégrale  doit  être  un  minimum, 
ou  diminue  si  elle  doit  être  un  maximum.  Mais  pour 
arriver  à  ce  résultat  il  faut  trouver  les  accroissements  ou 
'variations  dey  et  des  quantités  qui  en  dépendent,  quand 
on  change  la  fonction  de  x  qui  exprime  y. 

DÉFINITIONS    ET    NOTATIONS. 

755.  Soient 

y  =  î[x) 

l'équation  d'une  courbe  CMD,  et 

y  =  *(,) 
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l'équation   d'une  autre  courbe  CND'  qu'on  obtiendrait 

en  faisant  varier  extrêmement  peu  la  fonction  f  (x).  Si  l'on 

appelle    iïy  l'accroissement    de   l'ordonnée   MP    quand 

Fig.  i3i.  on   passe  à  la  seconde  courbe, 

l'abscisse   restant  la  même,  on 

aura 

£j  =  NP—  MP, 

OU  $jr=z?ï(x)—î(x). 

Cette  différence  ày  est  ce  que 
Ton  nomme  la  variation  de  l'ordonnée  ou  de  la  fonction. 
On  voit  parla  que  la  différentielle  est  l'accroissement 
de  l'ordonnée  quand  on  passe  du  point  M  à  un  point  in- 
finiment voisin  sur  la  même  courbe,  tandis  que  la  varia- 
tion est  l'accroissement  de  cette  même  ordonnée  quand 
on  passe  du  point  M  à  un  point  infiniment  voisin  sur  une 
courbe  infiniment  peu  différente  de  la  courbe  donnée. 

756.  On  ramène  les  variations  aux  différentielles  en 
regardant  y  comme  une  fonction  de  x  et  d'un  paramètre 
arbitraire  t.  Soit 

et  supposons  que  ^(#,  t)  devienne  f(x)  pour  une  cer- 
taine valeur  de  f,  et  que  pour  une  valeur  peu  différente 
t-i-dt,  cette  fonction  devienne  §{x).  En  appelant  ty. 
l'accroissement  infiniment  petit  de  y*  lorsque  t  reçoit 
l'accroissement  #£,  on  aura 

7      dt 


Si  au  contraire  t  reste  constant,  on  a 

dy 


do 

—L  dx. 
dx 


Ainsi  dy  et  dy  sont  les  différentielles  d'une  même 
quantité;  mais  dy  est  la  différentielle  dey  considérée 
comme  fonction  de  t,  x  restant  la  même  *5  tandis  que  dy 
est  la  différentielle  dey  considérée  comme  fonction  de  x, 
t  ne  changeant  pas. 
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757.  Il  est  souvent  nécessaire  de  faire  varier  à  la  fois 
x  et  r,  quand  on  passe  de  la  courbe  proposée  à  la  courbe 
infiniment  voisine.  On  représente  alors  par  dx  et  parJj 
les  accroissements,  d'ailleurs  arbitraires,  de  ces  deux 
variables.  On  peut,  sans  établir  de  liaison  entre  ces  ac- 
croissements, regarder  x  et  y  comme  des  fonctions  d'une 
variable  indépendante  u,  et  d'un  certain  paramètre  t:  soit 
x  =  y(u,   t),       y  =$(»»   *)- 

On  supposera  ensuite  que  pour  une  valeur  particulière 
de  t,  par  exemple  t  =  o,  y  devienne  une  certaine  fonc- 
tion de  x,  f(.r)  et  que  x  devienne  une  fonction  quel- 
conque de  u,  f(u).  On  aurait  donc 

?(",  o)  ==/(«}>     +(",  o)=f [/(*)]. 
En  faisant  ensuite   varier  t  d'une  manière  continue,  à 
partir  de  o,   la  forme  de  la  fonction  de  x,  représentée 
par  y,  changera  insensiblement. 

Pour  avoir  les  variations  de  x  et  de  y,  on  multipliera 
par  dt  les  dérivées  de  ©(m,  t)  et  de  $(u,  t)  par  rapport 
à  tj  et  l'on  aura 

au  lieu  que,  si  laissant  à  t  une  valeur  constante  on  faisait 

varier  w,  on  aurait 

do  dli 

dx  —  -~  fltf ,         «/  =-.  — L  J« . 
du  du 

758  Lorsque  x  et  y  prennent  les  accroissements  dx 
et  dy,  toute  fonction  U,  qui  dépend  de  x,  dey,  et  d'une 
ou  de  plusieurs  dérivées  dey  par  rapport  à  x,  prend  un 
accroissement  correspondant  AU.  On  appelle  variation 
de  U  la  partie  de  AU  qui  ne  dépend  que  des  premières 
puissances  des  variations  àx  et  ây. 

Or,  d'après  la  formule  de  Taylor,  on  a 

A  U  =  — —  dx  H —  d  y 

dx  dy 

1.2  |_  rfjc2  dx  dy  dy 
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On  aura  donc 

dU  =  — -  Sx  -+-  — -  6y. 
dx  dy 

Si  Ton  considère  x  et  j  comme  des  fonctions  dune  va- 
riable indépendante  u  et  d'un  paramètre  £,  on  aura 

— —  désignant  la  dérivée,  par  rapport  à  t,  de  U  considérée 

dit 

dy        dx 
comme  fonction  de  x,  r,  -7-)  — : — ->  •  •  •  5  et  ces  dernières 

J    dx     dx 

quantités  comme  des  fonctions  de  t. 

759.  On  appelle  variation  seconde  d'une  fonction  U 
la  variation  de  â\]  :  on  la  désigne  par  J2U.  La  variation 
de  cette  dernière  est  appelée  variation  troisième  de  U  et 
se  désigne  par  $3U,  et  ainsi  de  suite. 


THÉORÈMES    SUR    LA    PERMUTATION    DES    SIGNES 
d  ET  #,    I     ET  $. 

760.   La  variation  de  la  différentielle  d1  une  fonction 

de  x  est  égale  à  la  différentielle  de  fa  variation. 

En  effet,  on  a  (758) 

,  dU 
d» 

<J.d\J  =  — —  dudt, 
dt 

dU 

dt 

d.dU  = du  S  t. 

du 

Donc 

d.dU=d.m, 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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761  .   On  conclut  de  là 

puisque 

à. d'il  =  8d.dU  =  d.MU  —  d.  ri.  SU, 

et  généralement 

ômdnU  =  d"SmU. 

762.   On  peut  aussi  intervertir  l'ordre  des   signes   o 
En  effet,  soit 

soient  a0  et  ut  les  valeurs  de  la  variable  indépendante  u 
qui  correspondent  aux  limites  x0  et  xt  :  oh  aura 

/        Vdx  =   !       V—  du. 

Supposons    maintenant  que  £  se  change  en  t-\-dt  :  on 


aura 

V  ^  r/// 


Puisque  les  limites  u0  et  j/j  sont  indépendantes  de  la 
variable  t  à  laquelle  se  rapportent  les  différentiations 
indiquées  par  la  caractéristique  #,  on  peut  différentiel1 

sous  le  signe  /  et  IV 


on  aura 


•u=r.-(T*)i, 


mais  z*  ne  variant  pas  avec  t,  on  a 


r/tt  ,/  flfo 


et  si  Ion  opère  l'intégration   par  rapport  à  x,  il  vien- 

II.    3°  édition.  l8 
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(Ira 


ou  bien 


if 

X. 


Ydx  =  f        d(Ydx), 

*o  Jxa 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

VARIATION  DUNE  INTÉGRALE  DÉFINIE.    CAS   OU    LA  FONC- 
TION   SOUS   LE  SIGNE    I    NE  DÉPEND  PAS  DES    LIMITES. 

763.   Proposons-nous  de  trouver  la  variation  de  l'in- 
tégrale définie 

Ydx, 

xo 

où  V  désigne  une  fonction  quelconque  de  #,  dey  et  d'un 
certain  nombre  de  dérivées  de  y  prises  par  rapport  à  x. 
Pour  simplifier,  nous  supposerons  que  le  nombre  de  ces 
dérivées  se  réduise  à  deux  :  soit 

dy  doc 

D'après  le  théorème  démontré  (762),  on  a  d'abord 
(i)  SV=  f  '  8  {Ydx). 

Jx0 

Mais 

8.Ydx  =  §Y.dx  +  Y.ddx  =  §Y.dx-hY.dSx. 

Or  on  a  en  général 

Donc,  si  (Vdx)0  et  (V^j?)i  désignent  les  valeurs  de  Ydx 
qui  correspondent  à  x  =  x0  et  à  x  =  x^  et  si  l'on  pose, 
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pour  abréger, 


;V**);=(V<î*),-(V*;r)0, 


on  aura 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (1)  qui  revient  à 


Jxn 


il  en  résultera 

(3) 


5U=(V^);-f-   j     \sVdx  —  dxdV), 

Par  cette  première  transformation,  la  fonction  V  n'entre 
plus  sous  le  signe   J   que  par  sa  variation  et  par  sa  diffé- 


rentielle. 

764.  Posons  maintenant 


rfV       N__^  rfV       n    _dV 

^'  dx  dy  dp  dq 


on  a 


d  V  =  Udx  +  N  dy  -+-  Vdp  4-  Qdq, 
JVt=  M<î.r  +  N£j  +  Pd>  H-  Q^. 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation   (3)   et  remplaçant 

dy     dp     dq  .,     . 

-j">  -j">  -T  Par  P->  <7>  rJ  "  vient 

dx     dx     dx  L  ' 


(5) 


SV={Ydx)i 


+  f  l[N(*jr— p$s)+B(3p—  qtx)-h1£(iq— rêx)]dx. 


On  voit  que  la  fonction  V  n'entre  plus  sous  le  signe  d'in- 


tegration. 


765.  Pour  simplifier  encore  cette  expression,  posons 

(6)  w  =  $r — pox, 


18. 
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ci)  représentant  la  différence  des  ordonnées  qui  corres- 
pondent, dans  les  deux  courbes  (755),  à  l'abscisse  x H-  $x  : 
on  aura 

doi  =  ddy — pdôx  —  dpiïx, 
OU 

dco  =±=  iïdy  — pddx  —  dpiïx. 

Mais,  à  cause  de  dj  =  pclx,  on  a 

§dy  —p8dx  -f-  Spdx  =  pddx  -f-  Spdx, 

donc 

<f  w  =  Spdx  —  dpiïx, 

d'où 

(7)  Tû^^-l^- 
On  trouvera  de  la  même  manière 

(8)  g  =  *?--,a*. 

L'équation  (5)  prend  donc  la  forme 

(9)  sf\<i*  =  {vS,):+£  (Nw+P^+Q^)^. 

766.  On  peut  encore  simplifier  le  second  membre  de 
cette  équation  et  faire  sortir  du  signe  /  les  dérivées  de  la 
fonction  arbitraire  0).  On  a,  en  intégrant  par  parties, 

/  P  —  dx  —  Pto  —   /  <*  —  dx. 
J       dx  J         dx 

De  même,  en  intégrant  deux  fois  par  parties, 

r     d'u   ,  -  du  dQ  r     d2Q   , 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (9),  on  aura 

formule  dans  laquelle  —  ?  -—  sont  les  dérivées  de  P  et  de 

Q,  par  rapport  à  x,  en  considérant^-,  p,  q  comme  liées 
à  x,  au  moyen  de  l'équation  inconnue  j'  =  f(.r). 
En  posant,  pour  abréger, 


r/.r  eta2 


la  formule  (10)  pourra  s'écrire  plus  simplement 

Jrxx  rxi 

ou  bien 

I      Wdx  —  r  +    /       (IU/  —  KpSx)  cix, 

puisque  l'on  a  o>  =  <3y —  pâx. 

767.   On  peut  mettre  T  sous  une  aulre  forme,  en  rem- 


plaçant  0)  et  —  par  les  valeurs 


w  =  £>  pdx, 

doi 


Il  vient  alors 


=||r-(»-S>-W}»«+('   a»..,  ,,„[. 
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CAS    OU    LA    FONCTION   V    RENFERME   DEUX   FONCTIONS   DE  X. 

708.   S'il  entrait  dans  V  une  autre  fonction  z  contenant 
x  et  quelques-unes  de  ses  dérivées,  on  obtiendrait  la  vai  ia- 

tion  de    I       Y  dx  par  un  calcul  analogue  au  précédent. 

Soit 

-/  dy     cl2  y  dz      d2z 


dx      dx-  dx     dx2 

on  aura 

Jrxi  n*t 

I       Ydx  =  r'  -+-    I       (Km  4-  EV)«*r, 

en  posant 

rft          **,        rfV  „,         r/V 

r/z  r/y/  d(j 

&3  =  à  2  — p  àx, 

dP'        d2Qr 


R'zzrN'  — 


<r/x"  r/jF* 


Quant  à  la  partie  désignée  par  T',  on  l'obtiendrait  en 
ajoutant  à  T  les  termes  qui  résultent  du  changement  des 
quantités  P,  Q,  /?,,.. ,  en  P',  Q',  //, .  .  . ,  dans  l'expres- 
sion (n)  du  n°  766. 

CAS    OU    LA    FONCTION    V    DÉPEND    DES    LIMITES    DE 
LINTÉGRATION. 

769.  Revenons  au  cas  où  la  fonction  V  ne  contient 
qu'une  seule  fonction  de  x:  mais  supposons  maintenant 
qu'elle  dépende  des  limites  x0  et  xx  de  l'intégration.  Il 
faut,  dans  ce  cas,  ajouter  à  la  variation  de  l'intégrale  les 
termes  qui  proviennent  de  la  variation  de  ces  limites. 
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savoir 

/"•  /rfV  a  </V  .  rfV  .  dY  _     \ 

/  —  J^  +  —  tfj0  +  —  tf/J0  +  --  <fyu     dx 

Jx        \dx0  djr0  dp9  dq0        J 


L 


x>  fdV  ,  d\  m  dV  .  rfV  . 

I    —   tf X,  -H    —  (ÏJ,  -+-  — -  $pt  +3—07,      flfe. 

\rfj7,  rfj,  dpK  d(/i 


Mais  comme  (Ja?0,  ^To?  •  •  •  ?  £#n  $/i?  •  •  •  •>  sont  des  con- 
stantes dans  l'intégration  relative  à  x,  on  peut  écrire  sous 
la  forme  suivante 

àx0    I         — -  dx  +  ày0  I         -—  dx  -h... H-  oj?i   I         ~—  dx.  .  . 

les  termes   qu'il    faudrait    ajouter   à    T.    Les   intégrales 
-r—  ax,    \      — -  dx, .  .  . ,   ne  contiennent  plus  rien 

qui  dépende  des  variations. 

On   compléterait  de  la   même   manière  la  valeur  de 

'      Vdx,  si  V  contenait  deux  fonctions,^,  z,  avec  les 
dérivées  de  ces  fonctions,  et  leurs  valeurs  aux  limites. 
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SOIXANTIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA  VARIATION   D'UNE  INTÉGRALE   DÉFINIE. 
APPLICATIONS. 

Autre  moyen  d'obtenir  la  variation  d'une  intégrale  définie.  —  Maximum 
et  minimum  d'une  intégrale  définie.  —  Conditions  relatives  aux  limites. 
—  Cas  où  la  fonction  V  contient  deux  fonctions  de  x.  —  Ligne  la  plus 
courte  entre  deux  points,  —  d'un  point  à  une  courbe,  —  entre  deux 
courbes. 


AUTRE    MOYEN    D'OBTENIR    LA    VARIATION     DUKE    INTÉGRALE 

DÉFINIE. 

770.  Les  calculs  par  lesquels  nous  venons  d'évaluer 
la  variation  dune  intégrale  définie  peuvent  être  modifiés 
dans  les  applications. 

On  a  obtenu  la  formule  (762) 


I  Vd.v  =    I  ${Vdjc). 

2*„  l/Xr. 


Après  avoir  remplacé  dans  V,  qui  est  une  fonction  de  x,y: 

d   — 
.,  .    ,  dj  d.r 

p  et  </,  ces  deux  dernières  quantités  par  -—->  — - — 5  on 

prendra  la  variation  de  V dx  en  considérant  x,  y,  dx, 

dy 
dy,  d  —  comme  des  fonctions  du  paramètre  t .  Le  résultat 

contiendra,  sous  forme  linéaire,  les  variations  ox,  oy 
et  iïdx,  ddy, . .  . ,  ou  les  différentielles  ddx,  diïy,. .  .  . 
Comme  on  doit  ensuite  intégrer,  par  rapport  à  x,  on  fera 

sortir  du  signe  l  >  au  moyen  de  l'intégration  par  par- 
ties, les  différentielles  des  variations  dx,  ày,  de  sorte 
qu'il  ne  restera,  sous  le  signe,  que  ces  variations  multi- 
pliées par  des  quantités  qui  en  sont  indépendantes.  Le 
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résultat  sera  de  la  forme 

H  et  K  étant  des  fonctions  connues  de  x,  y  et  des  déri- 
vées de  y,  mais  ne  contenant  pas  les  variations  de  ces 
variables.  Si  l'on  compare  ce  résultat  avec  celui  qu'on  a 
trouvé  plus  haut  (766) 


(i) 


\dx  =  F+  I        (  K  Sy  —  Kp  S  x)  dx, 


on  en  conclut  que  Y  et  K  doivent  être  les  mêmes  dans 
les  deux  expressions,  et  Ton  a  identiquement 

H  =  —  Kp. 

771 .  Le  calcul  qui  a  donné  l'équation  (I)  n'a  servi  qu'à 
mettre  en  évidence  cette  relation.  Dans  les  applications, 
on  suivra  la  marche  qui  nous  a  conduit  à  la  relation  (II), 
sans  passer  par  l'intermédiaire  de  la  quantité  auxiliaire  w 
et  sans  recourir  aux  formules  générales  (766). 

Si  Ton  ne  faisait  varier  que  )  ,  on  aurait  iïx  —  o  et 

I        YcIt—  r'+   /         Kfrr/.r, 

r;  se  déduisant  de  T,  par  la  suppression  des  termes  qui 
renferment  iïx0  et  Sxt . 

Si  l'on  faisait  varier  x  seulement,  on  aurait 

I       Ydx~  r"-f-  /       H3xdx 

—  r"  —  f     '  KpS.vdx, 

Y"  étant  ce  que  devient  Y  quand   on  y   fait  dy0  =  o, 
£/,  =  o. 

772.  Les  mêmes  remarques  s'appliquent  au  cas  où  il 
entre  dans  la  fonction  V  une  autre  fonction  r  de  .r  ave< 
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ses  dérivées  pf  et  q\  On  arriverait  à  une  équation  telle 
que 

Jrxx  rxi 

Mais  la  marche  suivie  pour  trouver  la  relation  (II)  don- 
nerait encore 

et  ces  valeurs  doivent  être  identiques.    Il   faut  donc  que 
l'on  ait 


MAXIMUM    ET   MINIMUM    d'uNE    INTÉGRALE    DÉFINIE. 

773.   Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  la  va 
leur  dey  en  fonction  de  x  qui  rendra  l'intégrale 

u—  /   lyàx 


*Jxn 


un  maximum  ou  un  minimum.  Pour  fixer  les  idées,  sup- 
posons que  U  doive  être  un  minimum,  et  soit  y=J (x) 
la  fonction  cherchée.  Il  faut  qu'en  donnant  à  x  et  à  y 
des  accroissements  arbitraires  et  infiniment  petits  dx  et 

ày,  l'accroissement  correspondant  de  l'intégrale  I       Vdx 

soit  constamment  positif,  quels  que  soient  les  valeurs  et 
les  signes  de  $x  et  de  iïy.  Or  l'accroissement  de  cette  in- 
tégrale se  compose  de  deux  parties.  Si  l'on  pose 

AU=<SUH-p, 

la  première  partie  dXJ  renferme  les  variations  r)j,  iïy, 
dp,  $q  au  premier  degré  et  sous  forme  linéaire;  la  se- 
conde partie  contient  les  puissances  de  ces  variations  su- 
périeures à  la  première  et  leurs  produits.  Quand  JU  n'est 
pas  nulle,  le  rapport  de  c  à  W  a  pour  limite  o.  Donc  si 
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l'on  suppose  Sx  et  dy  infiniment  petites,  le  signe  de  AU 
sera  le  même  que  celui  de  d\J.  Il  faut  donc,  pour  que  U 
ait  une  valeur  minimum,  que  l'on  ait  JU  =  o  :  car  au- 
trement, en  changeant  les  signes  des  variations  Jx  et  dy 
sans  changer  leurs  valeurs  absolues,  le  signe  de  d\J  et 
par  conséquent  celui  de  AU  serait  changé  et  U  ne  serait 
pas  un  minimum.  Ainsi 

3U  —  o 

est  la  condition  du  minimum;  c'est  aussi  celle  du  maxi- 
mum, car  la  différence  AU  doit  aussi,  dans  ce  cas,  avoir 
toujours  le  même  signe,  ce  qui  ne  pourrait  être  si  la 
variation  de  U  était  différente  de  o. 

La  condition  $U  =  o  n'est  pas  suffisante  pour  qu'il  y 
ait  maximum  ou  minimum.  En  efïet,  d'après  la  série  de 
Taylor,  on  a 

au  =  su -h  —  **uh — ^»±'am  -h-..; 

1.2  I .2.0 

si  £U  est  nulle,  le  signe  de  AU  dépendra  de  celui  de  â2\J 
pour  de  petites  valeurs  de  ôx  et  de  dy.  Par  conséquent, 
si  $2U  reste  toujours  positive,  lorsque  les  variations  Sx 
et  iïy  changent  d'une  manière  quelconque,  tout  en  restant 
infiniment  petites,  U  sera  un  minimum,  Si,  au  con- 
traire, J2U  reste  négative,  quels  que  soient  àx  et  ôy, 
U  sera  un  maximum.  Enfin  U  ne  sera  ni  un  maximum  ni 
un  minimum  si  d'2XJ  peut  changer  de  signe.  Mais  on  est 
souvent  dispensé  de  cet  examen  par  la  nature  de  la  ques- 
tion, qui  indique  clairement  l'existence  d'un  maximum 
ou  d'un  minimum. 

774.  L'équation  $U  =  o  revient  à 
(1)  r  -f-  I        Kvd.v  =  o. 

Je  dis  que  cette  équation  entraîne  les  deux  suivantes 

(?)  r  =  O,       K=:0. 
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Et  d'abord  la  fonction  Kdoit  être  nulle.  Kn  effet,  sup- 
posons qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.  On  peut,  pour  chaque  va- 
leur de  x  comprise  entre  x0  et  x,,  changer  à  volonté  les 
valeurs  de  ôx  et  de  oy  qui  sont  arbitraires,  et  conscqucm- 
ment  celle  de  w  ou  dj — pdx,  en  supposant  constantes 
les  valeurs  de  dx0,  âj0,  op0,  oxn  dy1  ,  3pf  qui  sont 
relatives  aux  limites  x0  et  xt.  Mais  le  terme  T,  qui  ne 
contient  que  les  variations  relatives  aux  limites,  resterait 

Kwrix,  contenant  la 

fonction  arbitraire  w,  ne  pourrait  pas  toujours  conserver 
la  même  valeur  quelle  que  fût  cette  fonction  o),  et  par 
conséquent  l'équation  (i)  ne  pourrait  pas  être  toujours 
satisfaite  si  K  n'était  pas  zéro. 

On  peut  d'ailleurs  établir  ce  point  de  la  manière  sui- 
vante. Comme  w  est  une  fonction  arbitraire,  en  la  choi- 
sissant de  manière  quelle  ait  le  même  signe  que  R  pour 
chaque  valeur  de  x,  si  la  quantité  finie  T  est  positive  ou 
nulle,   ou  qu'elle  soit  de  signe  contraire  à  K,  si  T  est 

négative,  la  somme  T  -+-  I      Kwdx  serait  positive  dans 

le  premier  cas,  négative  dans  le  second,  au  lieu  d'être 
nulle.   11  faut  donc  qu'on  ait  K  =  o,  d'où  résulte  aussi 

r  =  o. 

CONDITIONS    RELATIVES    AUX    LIMITES. 

775.  Dans  le  cas  où  V  ne  contient  que  x,  jr,  p  et  </, 
l'équation  K=o  ou 

dV       d2Q 

.  ,,  .  .  d'Q  .  d*q         d*y 

est  du  quatrième  ordre,  puisque  -—  contient  -— -  ou  -7-7 • 

(tJC  CIJC  CICX* 

Il  faudra  intégrer  cette  équation,  et  l'on  aura  un  résultat 

de  la  forme 

y=f(.r,   C,   C,   Q".    C"), 
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contenant  quatre  constantes  arbitraires.  Pour  les  déter- 
miner il  faut  avoir  égard  à  l'équation 

(2)  r  =  o, 

relative  aux  limites  de  l'intégration.  Mais  il  est  néces- 
saire de  distinguer  plusieurs  cas. 

i°  Si  l'on  se  donne  les  valeurs  de  x,  y9  p,  q  aux  deux 
limites,  les  variations  de  ces  quantités  étant  nulles  à  ces 
limites,  l'équation  r=o  est  identiquement  satisfaite, 
et  si  l'on  représente  par  ff(x,  C,  C,  C",  Cf,/)  la  dérivée 
def(.r,  C,  C\  #,<?")«  on  aura 

Xo  =r  *  (^O)  (-•>   C  ,  C  ,  C  j, 

/,,=*(*.,  C,  G',  &,  Cw), 
Vj,=f(ir,,  C,   C,  C",  C"), 

/>,  ==£->,,  C,  C,  C",  C"), 

c'est-à-dire  quatre  équations  qui  déterminent  les  quatre 
constantes  inconnues. 

20  Si  l'une  des  six  quantités  x0 ,  j0 ,  p^ ,  xx,  yiy  px 
reste  arbitraire,  pj  par  exemple,  l'équation  T  =  o  ne 
sera  pas  identiquement  satisfaite*,  mais  il  faudra  égaler  à 
zéro  le  coefficient  de  $/?i,  et  l'on  aura  l'équation  Oi  =  o, 
qui,  avec  les  équations  (3),  déterminera  les  quatre  con- 
stantes et  la  valeur  de  pt. 

3°  Si  l'on  avait  entre  les  valeurs  de  x}  y,  p,  relatives 
aux  limites,  une  équation 

(4)  ?(«*<>,  jo,  po,  .*.,  j.,  pi)  —  O, 

on  différenticrait  cette  équation  par  rapport  au  para- 
mètre /,  et  l'on  aurait 

do  .  do  ..  do  ].  do    „  do    „  d©   _ 

<7x0  r//0  d/;0  tf.r,  df{  dpt 

En  portant  la  valeur  de  ôpx ,  tirée  de  cette  équation, 
dans  l'équation  T  =  o,  il  faudra  égaler  à  o  les  coefficients 
de  iïx0,  ây0l  dpQ ,  ^xx  et  ^yx.  On  aura  donc  cinq  équa- 
tions qui,  réunies  aux  équations  (3)  et  (4),  détermineront 
les  dix  inconnues  C,  C',  C*,  C".  .r0,?'0,  p©,  XnJTti'Pi' 


^8(>  couns   d'anai.ysi  . 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment  on  de- 
vrait opérer  si  l'on  avait  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
d'équations  relatives  aux  limites. 

CAS  OU    LA    FONCTION   V    CONTIENT    DEUX    FONCTIONS    DE    X. 

776.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  V  con- 
tienne deux  fonctions  y  et  z  de  la  variable  x.  On  aurait 
alors 

Cette  équation  équivaut  aux  suivantes 

(2)  r=o,     K  =  o,     K'=o. 

En  effet,  w  et  a)'  sont  deux  fonctions  de  x  arbitraires  et 
indépendantes  l'une  de  l'autre,  et  T  ne  contient  que  les 
valeurs  des  variations  relatives  aux  limites  de  l'intégrale  5 
donc,  si  K  et  K'  n'étaient  pas  nulles,  en  laissant  con- 
stantes les  valeurs  des  variations  relatives  aux  limites,  on 
aurait  T=o,  tandis  qu'on  pourrait  faire  varier  a)  et  «' 

de  telle  sorte  que  l'intégrale  /       (Rco  -f.  KV)  clx  ne  fût 

pas  égale  à  o.  On  doit  donc  avoir 

•  K  =  o,     K'  =  o, 

et  par  conséquent 

r  =  o. 

Les  deux  premières  équations  déterminent^  et  z  en  fonc- 
tion de  x.  La  troisième  sert  à  déterminer  les  constantes 
introduites  par  l'intégration  des  deux  premières. 

777.  Nous  avons  supposé  que  y  et  z  étaient  des  fonc- 
tions indépendantes  l'une  de  l'autre.  S'il  existait  entre 
elles  une  relation 

(1)  F(x,  7,   s)  =  0, 

les  variations  iïy  et  oz  ne  seraient  plus  indépendantes. 
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On  doit  avoir,  dans  ce  cas, 

r/F  _         r/F,         r/F, 

— -  Sx+  —  Sjr  -h  —  dz  =  O, 
^/jc  «y  az 

équation  que  Ton  obtient  en  différentiant  l'équation  (i) 
par  rapport  à  t.  Remplaçons  iïy  et  dz  par  leurs  valeurs 

Sy  =pdx  -+-  w,      £z  =  pfSx  -\-  w'  : 
il  vient 

£.r  _J_  y^x  -f-  w)  -j-  —     //£*  -h  «'  )  =  O, 

ru?  «y  dz 


ou 


/r/F        r/F  r/F     A   .  r/F  r/F 

(,r7;  +  ^^+^-^j0"  +  r77W- 


fife 

ou  enfin 

car  on  trouve 

r/F        r/F  r/F     ,_ 

ûfjp         r/y  r/z 

en  diiTérentiant  l'équation  (1),  par  rapport  à  x. 
De  l'équation  (2)  on  déduit 

r/F 

w--;tfw' 

dz 
et,  par  conséquent, 

Pour  que  cette  variation  soit  nulle,  il  faut  que  l'on  ait 
(3)  r  =  o, 

Les  équations  (1)  et  (4)  feront  connaître  )  et  z  en  fonc- 
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lion  de;  x.  (pliant  à  l'équation  Y  =  o,  elle  servira  à  déter- 
miner les  constantes. 

778.  On  peut  aussi  éliminer  lune  des  quantités  oj,  toi 
au  moyen  d'un  facteur  indéterminé.  En  multipliant  par  1 
l'équation 

dY  ,1F    , 

__  w  _|_         w  —  0 

dy  dz 

et  ajoutant  le  produit  à  la  fonction  qui  est  sous  le  signe 
I    dans  l'expression 

rx,  /il, 

Vd.r  =T+-  (Rw-f-  K' w'  )  flfcr , 

*Jx„ 


on   a 


«?  r  '  vdx = r  h-  r 


rfF\ 


</jr. 


On  profite  de  l'indétermination  de  1  pour  faire  dispa- 
raître o/,  en  posant 


(5) 


dz 


et  comme  M)  qui  veste  encore  sous  le  signe/,  est  tout  à 

fait  arbitraire,  il  faut  égaler  à  o  la  quantité  qui  le  mul- 
tiplie, ce  qui  donne 

(6) 


d¥ 

K  -h  A  — -  =  o. 
dy 


En  éliminant  X  entre  les  équations  (5)  et  (6),  on  obtient 
l'équation  déjà  trouvée 


dF       KfdF_ 
dz  dy 


779.   Ce  qui  précède  montre  la  marche  à  suivre  dans 
le  cas  où  la  fonction  \  contient  un  nombre  quelconque 
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de  variables,  liées  entre  elles  par  des  équations  données, 
les  valeurs  des  variations  qui  se  rapportent  aux  limites 
de  l'intégration  devant  satisfaire  à  certaines  relations 
données.  Passons  maintenant  aux  exemples. 

LIGNE   LA  PLUS   COURTE    ENTRE  DEUX  POINTS  DANS    UN   PL4N. 

780.  On  demande  la  ligne  située  dans  un  plan  qui 
contient  deux  points  A  et  B  et  qui  soit  la  plus  courte 
quon  puisse  mener  entre  ces  deux  points. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  dans  ce  plan  et  soient 
:r0,  y0  les  coordonnées  du  point  A  et  j„  jrt  celles  du 
point  B.  Dans  cet  exemple  on  doit  avoir 

r**    

«A 
11  faut  maintenant  poser 


K  = 

=  N 

dP 

dx 

d'Q 
dx> 

=  0; 

mais 

(764) 

N  =  o 

> 

P  — 

P 

Q  = 

v/i 

1 

Donc 

on  doit  avoir 

(■) 

ou 

d 
dx 

(  p 

V 

0 

p 

—  const. 

u) 

\ 

i-hp> 

■> 

ou,  ce  qui  revient 

au 

même, 

P  — 

C; 

d'où 

(2)  r=zÙx-hC, 

C  et  C  étant  deux  constantes.  D'ailleurs,  il  suffit  que 
l'équation  K  =  o  soit  satisfaite,  puisque  les  valeurs  de  x 
et  de  j,  relatives  aux  limites,  étant  fixes,  les  variations 
$x0,   c3y0,    àxt,    #jt    sont  nulles,   et,   par   suite,    on  a 

II.   2e  édition.  jq 
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identiquement  T  =  o.  La  ligne  cherchée  est  donc  une 
ligne  droite-,  les  constantes  C  et  C  se  détermineront  par 
les  équations 

J^O  Là  X0   — f—  La  ,         y  \    —   Là  X ,  — f—   c   . 


A^ 


LIGJNE    LA    PLUS    COURTE    D  UN    POINT   A    UNE   COURBE  PLANE. 

781 .   Soient  A  le  point  donné  et  BIV  la  courbe  donnée 
l'ig.  1 3-2.  située   dans    le    plan   xOy,    cl 

%  ayant  pour  équation 

(i)  jr=l{x). 

Soit  AB  la  ligne  la  plus  courte. 
L'extrémité  A  de  cette  ligne  est 
fixe;  l'autre  extrémité  peut  va- 
rier de  position  sur  la  courbe  BtV. 

En  conservant  les  notations  du  cas  précédent,  on  arrive 
encore  à  l'équation 

(2)  ^^C-r-f-C', 

et  en  conséquence  la  ligne  cherchée  est  une  ligne  droite. 
Il  faut  maintenant  déterminer  les  constantes  C  et  C. 

Or  on  a 

§jrQ  =z  o,     Sy0  =  o,     Q  =  o  ; 

mais  les  variations  dxi  et  dj  t  ne  sont  assujetties  qu'à  la 
seule  condition  que  le  point  [xt  H-  dx^Y\  -h  <3y,)  soit 
sur  la  courbe  donnée.  On  a  donc 


d'où 


et  comme 


on  en  conclut 


$xi-+-Pidjrx  =  o, 
i-\-plty'(xl)  =  o, 


ou 

Ci) 
puisque 
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l  +  Cf(.r,)nO, 


'■9l 


Pi  =  C. 

On  déterminera  ensuite  les  constantes  au  moyen  des 
équations 

jrft  ==  Cx9  -H  Cj        i+Cf(x,)=o, 

Il  résulte  de  l'équation  (  3  )  que  la  ligne  la  plus  courte 
entre  un  point  et  une  courbe  est  une  droite  normale  à 
cette  courbe. 

LIGNE  LA  PLUS  COURTE  ENTRE  DEUX  COURBES  PLANES. 

782.   Soient 

(0  .r  =  ?(*)» 

(2)  X=$(x), 

.les  équations  de  deux  courbes  situées  dans  le  même  plan. 
En  raisonnant  comme  daus  le  cas  précédent,  on  trouve 

que  la  ligne  cherchée  est  encore 

une  ligne  droite, 

(2)  jr=sCx  +  Ç; 

mais  la  détermination  des  con- 
stantes ne  se  fait  plus  de  la  même 
manière.  Dans  ce  cas  $.re,  dy0, 
iïxi ,  dyi  peuvent  varier  pourvu 
que  le  point  A'(x0-\-dx0,  j0-h  ojo)  reste  sur  la  courbe  (i) 
et  le  point  B' (.r,  -h  àx^  yy  +'&%)  sur  ^a  courbe  (2). 
Mais  l'équation  T  =  o  (767)  se  réduit  à 


s/iH- 


Pl 


-  o. 


V7 '+/>?' 

qui  se  change,  comme  dans  le  cas  précédent,  en  celle-ci: 
(4)  **,[i  +  Cf  (*,)]  —  **.[i  -h  C?'(*a)]  =  o, 

•9- 
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à  cause  des  équations 

Or 'les  variations  J.z0  et  0.x'!  (''tant  indépendantes  l'une  de 
l'autre,  l'équation  (4)  se  partage  en  deux, 

H-C+'(a-,)  =o, 


(5) 

i  -H  Cep  (.r0)  =  o, 

qui,  réunies  aux  suivantes, 

y0z=  Cxn-h  C,      y0  =  y(x0), 

jV-s  Ce, -H  C,     J>  =  1M-r>)> 
déterminent  complètement  les  constantes  C  et  C  et  les 
coordonnées  «r0,  jj'0,  a?j,  >i  des  extrémités  de   la  droite 
minimum. 

Les  équations  (5)  font  voir  que  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  courbes  planes  est  une  normale  commune 
aux  deux  courbes  proposées . 

EXERCICES. 

1 .   Trouver  la  fonction  qui  rend  maximum  V expression 

J\  i =====  -h  ay  \  dx. 


Solution.  y  =  W  —2  —  x  . 

2.    Trouver  la  courbe  qui  rend  maximum   ou  minimum  l'ex- 
pression 


s: 


i-+-^-2J  dx. 


Solution,  En  coordonnées  polaires 

rn+2  C0S(/?  +  2)  (.0  — 0  )  =  C. 
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SUITE  DES  APPLICATIONS  DU  CALCUL  DES  VARIATIONS. 

Autre  manière  de  résoudre  les  problèmes  précédents.  —  Ligne  la  plus 
courte  entre  deux  points ,  dans  l'espace.  —  Ligne  la  plus  courte  sur 
une  surface  donnée.  —  Surface  de  révolution  minimum. 


AUTRE   MANIÈRE    DE    RÉSOUDRE    LES  PROBLÈMES    PRÉCÉDENTS. 

783.  Au  lieu  d'appliquer  les  formules  générales,  on 
peut  opérer  directement  comme  il  a  été  expliqué  au 
n°  770.  Dans  les  trois  problèmes  qui  précèdent  on  doit 
avoir 


X, 


(  1  )  $  I        sjdx-  -h  df  —  o  ; 


ar„ 


mais  en  posant  ds  =  ydx*  -h  dy',  on  a 

et  comme  l'intégration  par  parties  donne 

/— •  d§x  =  — -  Sx  —   /  Sxd  — 5 
ds  ds  J  ds 

1  équation  (i)  prend  la  forme 

/        fdx  dy        \  I  d.r  „  dy  „ 

-—  Sx  +  -f-  §  y     —      _  S.c  +  -f-  S  Y 
\        \ds  ds     J  )x        \ds  ds     J 

(a)  nXl  t 

Sxd  — h  ord  —\  —  o. 

ds  J     ds  ) 


-f" 


Mais  de  l'identité 

d.i'\-        I  dy\ 


ds  J         \ds 

dx    ,  dx        dr      dy 
on  tire  ~- d  —  -f-  ~  d  -f  —  o. 

ds       ds  ds       ds 


'2(j/\  cou  Ri   d'analyse. 

d'où 

d  —  -_  —  dj-  d  ^~  —  —  )d  ^- 

ds  dx      <7.s  ds 


Par  suite,  pour  que  la  quantité  placée  sous  le  signe  d'iri- 

dj 

7h 


dx 
régration  soit  nulle,   il  suffit  que  l'on   ait  d  —  —  o  ou 


dy 
d  —  =  o.  Supposons 

(3) 

il  en  résulte 


d'où 


dx 

:o; 

I 

const. . 

\/l-hp2 

dy 
P~~~dx~ 

=  c, 

et 

(4)  rz=Cx  +  C, 
équation  d'une  ligne  droite. 

784.  Déterminons  maintenant  les  constantes  d'après 
la  nature  du  problème  proposé. 

i°  Si  les  deux  points  («r0,  Jq),  (xu  jt)  sont  donnés, 
les  variations  des  limites  âx0l  dy^  dx^  $/i  sont  nulles 
et  l'équation  r=o  ou 

est  satisfaite  identiquement.  Les  constantes  se  détermi- 
nent par  les  équations 

y0  =  Cx0  -+-  C,     r,  =  Cr,  -h  C', 

2°  Si  le  point  À  (x0,  /o)  est  fixe,  et  que  l'autre  point 
B  (xuyi)  doive  se  trouver  sur  une  courbe  donnée, 

(5)  f  =  +  (*), 

on  a 

$x0  —  o,     Sy0=  o, 
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et  l'équation  T=  o  se  réduit  à 

dxx  Sx{  -h  dyK  dji  =  o, 

,    dyx  8yx 
ou  1  -f-  — -  j-  =0; 

dxx  àxx 

donc  la  droite  (4)  est  normale  à  la  courbe  (5),  car  de 
y\  =  ^  (xx )  on  tire  Byt  =  fy  (xx )  ox^ . 

Les  constantes  C,  C!  et  les  coordonnées  du  point  ex- 
trême B  sont  déterminées  par  les  équations 

y0  =  Cr0  -h  C,       i+  C+'  [xx)  =  o, 
yx=zCxx-hC,  yx=^[xx). 

3°  Enfin  si  les  deux  points  A  et  B  doivent  se  trouver 
sur  deux  courbes  données 

(6)  y=<?(x),        y  =  -!/(x), 


on  aura 


yx  =  -J/(xx),       y0—(?(xû)t 


ce  qui  donne 


àjrt  =y(xl)Sxl, 

àfo  =  <ff[x0)9x0. 
Léquation  T=  o  se  réduit  alors  à 

[dxx  -h  dyx  Y{xt)]  §xx  —  [dx0  -f-  dy^' (x0)\§x0  =  o 
et  se  partage  en  deux  : 

parce  que  dx0  et  àx\  sont  des  quantités  indépendantes 
et  arbitraires.  On  conclut  de  ces  deux  équations  que  la 
droite  cherchée  est  normale  aux  courbes  données. 

Les  constantes  C  et  C,  les  coordonnées  x0,  /o?  Xi-,  J\ 
des  extrémités  de  la  droite  minimum  sont  déterminées 
par  les  six  équations 

.r,  —  Cjc  +  C,    y,  =  ^>(xx),     ï  H-C^(«i)=o. 


'2i)6 


COLIS  s     I>   A.N  M   S  SE, 


Fig.    134. 


LIGNE  LA  PLUS  COURTE   ENTRE  I > I-: ■  X   POINTS,    DANS  L  ESPACE. 

7&v).  Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  qu'on  cher- 
chait la  ligne  minimum  parmi 
toutes  les  lignes  situées  dans  un 
plan  donné.  Cherchons  mainte- 
nant quelle  est.  dans  l'espace,  la 
ligne  la  plus  courte  réunissant 
les  deux  points  A  et  B. 
I  Soient  xc,  y0>  ^0  les  coordon- 

/  nées  du  premier  point,  et  XifjTi9 

zt  celles  du  second.  La  longueur 
de  l'arc  AMB  sera  représentée  par 

Nous  aurons  donc,  dans  cet  exemple. 


Ydx  =  \jd.r7  -f-  dy2  -+-  dz2  =  dsy 


d'où 


OU 


dxd§x  -f-  dydè y  -+-  dzdSz 

0  »  \  dx  _ 1 

ds 

et  par  conséquent,  en  intégrant  par  parties, 


f  v<H; 


(   ^  $x  +   ^  ïy 

ds  as 


(»: 


<7z 


-r  **  h-  -f-  *r  -+-  -j- 

#.?         «.?         «.? 


Sa 


J 

«/.rn 


(îjrrf  —  H-  5yrf-f-  +  0  zd  — 
rf.ç  "      r/^  ds  I 


Il  faut  maintenant  égaler  à  o  l'expression  placée  sous  le 
signe  /  5  et  comme  les  variations  dx,  ty ,  ds  sont  indé- 
pendantes et  arbitraires,  on  aura 

(a) 


rf  -  -  =  O,       d  -j-  =  O,        d~  =  O. 


rfj 


r/s 


r/.ç 
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Mais  ces  trois  équations  se  réduisent  à  deux  distinctes. 
En  effet,  de  l'identité 

dx7        dy-         dz7 

h  — 1 =1 

ds7         ds2         ds2 


on  tire 


dx      dx         dy        dy         dz      dz 
ds       ds         ds       ds         ds      ds 


dx  dy 

donc    si    l'on    a    d  —  =  o,    d  -—  ==r  o,    il    en    résultera 

ds  ds 

.  dz 
a —  =  0. 
ds 


Des  équations 


dy  dz 

d—=:0,      d  —  =  o, 
ds  ds 


on  tire,  par  une  première  intégration, 
dy  dz 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

dy  dz  f 

dx  dx 

et,  en  intégrant  de  nouveau, 

(3)  y=cx-t-C,      z  =  c' x  -j-  C , 

équations  d'une  ligne  droite. 

786.  Pour  déterminer  les  constantes  c,  C,  c',  C,  il 
faut  distinguer  plusieurs  cas. 

i°  Si  les  points  A  et  B  sont  donnés,  les  variations 
dx0 ,  dy0,  #£05  $#iî  <3y,,  (5^!  sont  nulles,  et  l'équation 
F=  o  est  satisfaite.  Les  quatre  constantes  se  déterminent 
en  substituant  les  coordonnées  des  points  A  et  B  dans  les 
équations  de  la  droite. 

20  Supposons  que  les  points  A  et  B  doivent  se  trouve i 
sur  deux  courbes  IK,  LN,  ayant  pour  équations,  la  pre- 
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mièie 

(4)  r  =  ?Wi    8  =  4'f*)> 

et  la  seconde 

(5)  y  =  $(x),      f=r¥(*): 

l'équation  T=  o,  formée  au  moyen  de  l'équation  (1),  se 
réduira  aux  deux  suivantes  : 

—  d\r  +  —  dj  -H  —  d  z 

(6) 

—  d  .r  -t-  —  d  j  -f-  — -  d  z     =  o 
«.y  ds  as      }  0 

En  effet,  appelons  oct0  et  Jo^  les  deux  arcs  infiniment 
petits  A  A'  et  BB',  situés  sur  les  courbes  données,  A'B' 
étant  une  courbe  quelconque  infiniment  voisine  de  la 
droite  AB.  On  pourra  mettre  T  sous  la  forme 

/  f  dx  Sx       dy  Sy       dz  Sz' 

1  \ds    3(7        ds   dV        ds  dV 

(7) 

.      I  dx  Sx        dy  Sy        dz  Sz 

0(70  \ds~  ôv  +^^7  +  Zç  àV 

Les  facteurs  placés  entre  parenthèses  ont  des  valeurs 
finies,  car  ils  représentent  les  cosinus  des  angles  que  la 
droite  A  B  fait  avec  les  courbes  aux  points  A  et  B.  Comme, 
d'ailleurs,  d(j0  et  dcrl  sont  des  quantités  indépendantes 
lune  de  l'autre,  on  voit  bien  que  l'équation  T=  o  en- 
traîne les  suivantes  : 

/ dx  Sx  dy  Sy  dz  Szy* 

\ds    Sa  ds   dV  ds  Sa 

dx  Sx  dy  Sy  dz  Sz 

ds    Sv  ds   Sa  ds  Sa 

et  ces  équations,  qui  sont  au  fond  les  mêmes  que  les 
équations  (6),  expriment  que  la  droite  AB  est  normale 
aux  deux  courbes. 

A  cause  des  équations  (3),  on  a 

-L  =  c      ~z=c' 
dx  dx 
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et,  puisque  les  extrémités  de  la  ligue  AB  doivent  rester 
sur  les  courbes  (4)  et  (5),  on  aura 

Sy{  =  ^'(x^Sx^ 

Sz0  =  a)/(;r0)<î.r0, 
Les  équations  (6)  peuvent  donc  se  mettre  sous  la  forme 

i  -|ic*'(a:,)-hc/^'(*i)  =  o, 

i  -f-c<pr(.r0)  +  c'Y  (x0)  =  o, 

et,  réunies  aux  huit  suivantes, 

yQ  =  c  x0  -4-  C,       ji  =  cxx  -f-  C, 

C0  C  .'J'y  — |—  v.j  ,         Z\  C   JTj  — (—  L.  , 

l.0=zz^(.r0),  *;,  =  ¥(*,)* 

elles  forment  un  système  de  dix  équations  propre  à  dé- 
terminer les  quatre  constantes  et  les  six  coordonnées  des 
points  extrêmes  de  la  droite. 

3°  Supposons  que  les  points  A  et  B  doivent  être  sur 
deux  surfaces  données.  On  pourra  encore  mettre  Y  sous 
la  forme  (7  ),  en  appelant  $cr0  et  ^Gt  deux  arcs  infiniment 
petits  AA',  BB',  situés  sur  les  deux  surfaces  ;  et  comme  ces 
déplacements  des  points  A  et  B  sont  indépendants  l'un 
de  l'autre,  on  aura  encore 


o, 


—   -     =0. 


La  première  équation  exprime  que  la  droite  AB  est  nor- 
male à  une  courbe  quelconque  située  sur  la  première 
surface  et  passant  par  le  point  A  :  donc  la  droite  AB  est 
normale  à  la  première  surface.  Cette  droite  est,  par  la 
même  raison,  normale  à  la  seconde  surface. 


dx  Sx 
ds    Sa 

■+- 

dy  S  y 
ds    Sa 

H- 

dz  Sz 

ds  Sa  t 

dx  Sx 

ds   Sa 

+ 

dy  S  y 
ds    Sa 

H- 

dz 
ds 

Sz 

Ta 

3oo  I  (Mil;  s    D'AN  AL  Y  SI  ■ 

Les  constantes  et  les  coordonnées  des  point!  A  et  15  se 
détermineront  comme  dans  Je  cas  précédent. 

LIGNE    LA    PLUS    COURTE    SUR    UJVE    SURFACE    DONNÉE. 

787.  Soit 

(l)  F(x,  j,    z)  =  o 

V équation  d'une  surface  courbe,  et  proposons-nous  de 
trouver  la  ligne  la  plus  courte  AMB  que  V on  puisse  tra- 
cer sur  cette  surface  entre  deux  de  ses  points  A  et  B. 

Soient  a?05  Jo,  z0  les  coordonnées  du  point  A,  et-x^,  yu 
zi  celles  du  point  B. 

Toutes  les  courbes  que  l'on  doit  comparer  étant  sur 
la  surface  (i),  les  variations  des  coordonnées  doivent 
satisfaire  à  l'équation 

L'une  des  conditions  du  minimum  est 

(3 )  K z=$xïl~-)r  %ydd4-  4-  Hd  -  =  o. 

as  dç  as 

Mais  de  l'équation  (2)  on  peut  tirer  la  valeur  de  ôz^  et 
la  porter  dans  l'équation  (3),  qui  devient 

dF        \  /  dF 

dx        dx      clz  \  I     .dy        dy      dz 

»*'  dTs-iiïd!s  y*A  d^-àcliï  1=°' 

dz  /  \  dz 

et  cette  équation,  à  cause  de  l'indépendance  des  variations 
Sx  et  iïy,  revient  aux  deux  suivantes 

dF 

dx        dx    .  dz 

d  — . —  d  —  ==  o, 

ds         dF     ds 


(4) 


dz 

dF 

,  d)         dy      dz 

«  -7 7^d—-z^.ot 

ds        dF     ds 

'    ~dz~ 
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ce  qui  fait,  avec  l'équation  de  la  surface,  trois  équations 
pour  déterminer  les  deux  fonctions  y  et  z.  Mais  on  doit 
observer  que  lune  des  équations  (4)  est  une  conséquence 
de  l'autre  et  de  l'équation  (i).  En  effet,  on  tire  des  équa- 
tions (4) 


dx 

d~T 

ds 

ds 

dz 

d  — 
ds 

dF 

'  dF 

-dF' 

dx 

dy 

dz 

ou  bien,  en  désignant  par  dl  la  valeur  commune  de  ces 

trois  rapports, 

dd^=_dF_(ll 
ds         dx 

ds  d) 

dz         dF 

ds         dz 

Ajoutons  ces  équations,  après  les  avoir  multipliées  res- 

(i m      {L'Y     dz 
I activement  par  —  •>  -^->  —  :  nous  aurons 

IK\     dx     dx        dy     dy       dz     dz f^F  r/F  dF      \  dl 

ds      ds         ds      ds        ds     ds        \dx  dy  dz       J  ds 

Or  le  premier  membre  est  nul  puisqu'on  l'obtiendrait 
en  difïérentiant  l'équation 

dx2         dy"1         dz2 

ds7  ~l~  dF^  d?  =  l'y 

le  coefficient  de  —  ?  dans  le  second  membre,  est  aussi  nul 
ds 

à  cause  de  l'équation  (i).  Donc  l'équation  (5)  est  une 
identité.  Par  conséquent  l'une  des  équations  (i)  et  (4) 
est  une  conséquence  des  deux  autres.  Il  suffira  d'en  con- 
sidérer deux  pour  que  la  ligne  cherchée  soit  déterminée. 

788.    Les  lignes  les  plus  courtes  sur  une  surface  sont 
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nommées  lignes  gcodâsiques  de  celte  surface  :  elles  jouis- 
sent de  (-eue  propriété  que  tous  leurs  plans  oscillateurs  sont 
normaux  à  la  surface.  En  effet,  soit  K  le  centre  de  cour- 
bure de  AiMB  au  point  M. 
La  droite  MK  fait  avec  1rs 
axes  des  angles  dont  les  co- 
sinus sont  proportionnels  à 

dx 


l'i;;.    l35. 


(6)    d 


ds 


(h  dz 

dj-,       d-- 
as  ds 


D'un  autre  côté  la  nor- 
male à  la  surface,  au  point 
M,  fait,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
proportionnels  à 

dF        d¥        dV 
d.r         dy  dz 

Mais,  d'après  les  équations  (4),  ces  trois  dérivées  sont 
proportionnelles  aux  quantités  (6).  Donc  les  angles  for- 
més par  les  deux  droites  avec  les  axes  sont  égaux,  et  la 
normale  à  la  surface  a  même  direction  que  le  rayon  de 
courbure,  ou,  en  d'autres  termes ,  le  plan  osculaleur 
en  un  point  quelconque  M,  d'une  ligne  géodésique,  est 
normal  à  la  surface. 

Les  constantes  se  détermineront  comme  dans  le  pro- 
blème précédent,  et  l'on  verra  de  la  même  manière  que 
si  la  ligne  cherchée  doit  aboutir  à  deux  courbes  données 
sur  la  surface,  la  courbe  AMB  les  coupera  à  angle  droit. 

789.  Il  est  bon  d'observer  que  la  propriété  d'être  la 
ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  quelconques  d'une 
surface  peut  n'exister  que  sur  une  certaine  portion  d'une 
courbe.  Par  exemple,  sur  la  sphère,  le  plan  de  tout 
grand  cercle  (qui  est  en  même  temps  son  plan  osculateur) 
est  normal  à  la  surface.  Mais  la  propriété  du  minimum 
appartient  seulement  aux  arcs  de  grand  cercle  moindres 
qu'une  demi- circonférence. 
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surface  de   révolution  minimum. 

790.  Etant  donnés ,  dans  le  même  plan,  deux  points  A 
et  B,  et  une  droite  CD,  trouver  une  courbe  AMB,  située 
dans  ce  plan,  et  qui,  en  tournant  autour  de  CD,  engendre 
une  surface  de  révolution  dont  V aire  soit  la  plus  petite 
possible. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  CD,  et  pour  axe 
des  y  uiîe  perpendiculaire  à  cette  droite.  Soient  jr0,  r0 
les  coordonnées  du  point  A,  et  xi9  yt  celles  du  point  B, 
La  surface   engendrée  par  AMB   étant    représentée  par 

Jrx\ 
yds,  la  question  proposée  revient  à  chercher  le 

Xxi 
yds.  Or  on  a 
i 

JC  xx  r  xt  r  *• 

yds  =   /        S  (yds)  =  /       (dyd*  +-  y*ds)$ 

mais  ds2  =  dx2  H-  d)  ■', 

(I  ou 

ds§ds  =  dxddx  -\-  dyddy  =  dxdSx  -f-  dydèy  : 

donc 

et,  en  intégrant  par  parties, 

'£* yds  =  (r  S  *x  +J  * ir)  •  ~  (J  ^  '* + y  *  Sy)> 

11  faut  égaler  à  zéro  la  quantité  placée  sous  le  signe  / 


3o4  «  0UR8    i)  I  R  M.vsr.. 

dans  Le  second  membre,  ce  qui  donne 


(>) 


'(*)-* 


mais  la  seconde  équation  est  une  conséquence  de  la  pre- 
mière. En  effet,  on  a  identiquement 

car  cette  équation  revient  à 

~d(     dx\       dj  ds       dy  d  ydy  —  o 
ds       \     ds  )        ds  ds         ds 

ou 

,     l  dx2        dy2\  ( dx      dx         dy    ,  dy\ 

conséquence  des  équations 

dx2         dy 
ds2  ds"1 

dx      dx        dy      dy 
ds       ds         ds      ds 

Il  suffit  donc  de  considérer  l'équation  (i),  qui  donne 

dx 


dy2 
d'où  y-_  =  c\/  \~—> 


V 


et  en  résolvant,  par  rapport  à  dx, 

cdy 


dx  = 


\/y2  —  c2 
L'intégrale  de  cette  équation  est 


x-c'  =  c\lL±lZl^l\, 
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d'où  l'on  tire 

(x  —  c'  x  —  c'\ 

e     c     +e        '     J, 

équation  d'une  chaînette  (574,  2°). 

Les  constantes  c  et  c'  se  déterminent  comme  dans 
l'exemple  précédent.  Si  l'on  fait  passer  l'axe  des  y  par  le 
point  le  plus  bas  de  la  courbe,  on  a  c'  =  o,  et 


r  —  -  [  (>c  -+-  c. 


Si  les  points  A  et  B,  au  lieu  d'être  fixes,  devaient  se 
trouver  sur  deux  courbes  données,  on  obtiendrait  encore 
unechainette  normale  à  ces  deux  courbes. 


EXERCICES. 

1.  Plus  courte  distance  rie  deux  points  sur  la  surface  d'un  cy- 
lindre. 

Solution.  Courbe  faisant  avec  les  génératrices  un  angle  constant. 

2.  Parmi  les  courbes  planes  oui,  passant  par  deux  points  Jïxes, 
tournent  autour  du  même  axe  situé  dans  le  même  plan  et  engen- 
drent une  surface  dont  l'aire  est  donnée,  trouver  celle  qui  donne 
lieu  au  volume  maximum. 


c                              /              {r2  —  b)dy 
Solution  dx  = - — 

v/<r7-(.r2--/>): 
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SUITE  DES  APPLICATIONS  DU  CALCl  L  DES  VAIUATIOV 

Rrachistochrone.  —  Remarques  sur  l'équation  K  =  o.  —  Maximum   01 
minimum  relatif.  —  Problèmes  sur  les  isopérimètres. 


BRACHISTOCHRONE. 


Fig.  i36. 


791 .  Problème.  —  Étant  donnés  deux  points  A  et  B, 
trouver  la  courbe  AMB  que  doit  suivie  un  point  pesant 
pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans  le  temps  le  plus 
court  possible.  Cette  courbe  s'appelle  la  brachistochrone 
ou  courbe  de  plus  vite  descente. 

Prenons  une  verticale  quelconque  pour  axe  des  x,  et 

deux  axes  rectangulaires  Oz  et 
Oj  dans  un  plan  horizontal 
quelconque.  Si  l'on  suppose  que 
le  mobile  soit  parti  du  point 
A  (.To,  yoj  ^0)5  sans  vitesse  ini- 
tiale, on  aura,  en  désignant  par 

Y  sa  vitesse  au  point  M  (x,y,  z)^ 

(1)  \2=ig(x  —  x0). 

Mais  5  étant  l'arc  parcouru,  et  t  le  temps  écoulé,  on  a 

ds 

V  =  -, 

dt 

valeur  qu'il   faut  prendre  positivement,  parce  que  l'arc 
augmente  continuellement  avec  le  temps.  Il  en  résulte 

ds  

\/ig(x  —  x0 


d'où 


dt 

dt  — 


■01) 


ds 


\jl  g  y/.r  —  x0 
On  aura  donc,  en  appelant  T  le  temps  nécessaire  pour 
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parcourir  l'arc  A 13,  et  xt  l'abscisse  du  point  B, 


3o' 


(a) 


T=r 


Il  faut  maintenant  chercher  la  variation  de  L'intégral 


graie 


En  posant 


on  aura 


Jr*  x\        ds 
_        s/.x  —  .r(l 


Mais 


v/.r  —  x0 

*    !    X<ls=     f(SXds-h-XrJds'). 


d'un  autre  côté, 

Sds  =  —  </£*  -f  -^-  ,/<?  y  H dSz. 

as  ds        J         ds 

Mettant  ces  valeurs  dans  l'équation 

(3)  S  jXds  =  o, 

on  a 

âx0    /   -(x  —  Jf)    *ds 

-J]i(.r-.^^^-x(^,,+grf,J+^Mz)]=<). 

Intégrant  par  parties,   et  faisant  sortir  du  signe    fies 
différentielles  des  variations,  on  a  définitivement, 


[*(£»•+**+$.. 


r 


<Yv  r/.V 


i        rx>  -.2 


w|**l+«4î)+w(xg 


-4-  -$*(*  _  .ro)~  v, 


] 


7.0 
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Pour  que  la   quantité   placée   sous  le   signe    I  dans  la 

deuxième  intégrale  soit  nulle,  il  faut  égaler  à  o  les  coef- 
ficients des  variations  ox,  ôj.  v  z,  ce  qui  donne 

(4)  -(*-*»)  '''h  +  ''\^-,j):=0' 

^        <'(x£)="'  *(*s)-*- 

Les  deux  dernières  équations  sont  suffisantes;  car  on  a 
identiquement 

mais 

i          dx 
dX  — 


2  . 


On  aura  donc,  en  ayant  égard  aux  équations  (5), 


dx      (     dx\  i  dx 


(x  —  x0) 


c'est-à-dire  l'équation  (4). 
On  tire  des  équations  (5) 


dy  dz 

ds  ds 


x?l  =  c,    x~  =  a7 


ou 

(6) 

î 

\jx  —  x0 

•  —  —  c, 

ds 

i 

sjx X0 

d'où  l'on 

déduit 

dy  _ 
dz 

C 
C 

et 

(7) 

C 

+  C". 

dz 
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792.  Cette  équation  montre  d'abord  que  tous  les  points 
de  la  courbe  sont  dans  le  même  plan  vertical. 

En  remplaçant  ds  par  \ dx*  -f-  dy'2  et  C  par  —  pour 
l'homogénéité,  on  déduit  de  la  première  des  équations  (6) 


v/= 


dy  =  dx 

Si  Ton  prend  le  plan  de  la  courbe  pour  plan  des  xy,  et 
le  point  de  départ  A  pour  origine  des  coordonnées,  on  a 
x0  =  o,  et  l'équation  différentielle  de  la  courbe  se  ré- 
duit à 

(8)  «fr^yS' 

La  cycloïde  représentée  par  celte  équation  a  un  point  de 
rebroussement  au  point  A.  sa  base  est  horizontale,  et  le 
diamètre  de  son  cercle  générateur  est  égal  à  a. 
En  intégrant  l'équation  (8),  on  a 


i  a  —  'ix 

—  a  arc  cos \jax  —  an'1 

1  ci 


On  déterminera  la  constante  a,  c'est-à-dire  le  diamètre 
du  cercle  générateur,  en  exprimant  que  la  courbe  passe 
par  le  point  B  (.r1}  ji).  On  peut  aussi  obtenir  ce  diamètre 
par  la  construction  suivante.  Décrivons  une  cycloïde  quel- 
conque ayant  son  sommet  au 
point  A  et  pour  base  A/,  et  soit 
b  le  point  où  AB  rencontre  cette 
eourbe.  A  cause  de  la  similitude 
des  deux  cycloïdes,  c  et  C  étant 
les  centres  des  circonférences  gé- 
nératrices qui  correspondent  aux 
deux  points  b  et  B,  les  triangles  ABC,  abc  sont  sem- 
blables. Or  les  points  Z>,  B  et  c  étant  connus,  il  suffira 
pour  avoir  le  centre  C  de  mener  BC  parallèle  à  bc  jus- 
qu'à la  rencontre  de  Âc  prolongé. 

Le  temps  employé  par  le  mobile  pour  aller  du  point  A 


3i<> 
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i       rxx  (is 
au  point  B,  est  égal  à  ~7~—    /       --=  ("'31),  en  prenant  I  <>- 

V2#  Jo        \/x 

ri^ine  des  coordonnées  au  point  A.  On  aura  donc,  d'après 
l'équation  de  la  courbe, 

T  =  -=    /         ,v.  —  y/—  arccos 1     350  . 

793.  Supposons  maintenant  que  les  deux  points  A  et  B, 
au  lieu  d'être  donnés,  soient  assujettis  à  se  trouver  sur 
deux  courbes  données  CD,  EF.  On  obtient  encore  une 
cycloïde  AMB,  située  dans  un  plan  vertical.  Pour  déter- 
miner les  points  A  et  B  qui  fixent  sa  position,  il  faut 
recourir  à  l'équation  générale  T=  o  qui  est,  dans  ce  cas, 


[= 


dx 
Ts 


r].r 


dy 
ds 


*r 


dz 

—  I 

ds 

dz 


1 

)]. 


ds 


Fig.  i38. 


[I  dx  .  dy  _. 

X  (  —  dx+-fdf  +  -§z 
\ds  ds  ds 

Jx0  [x  —  XQ\ 

Comme  les  déplacements  des  points  A  et  B  sur  les  deux 
courbes  sont  indépendants  l'un  de  l'autre,  on  a  d'abord 

Cette  équation  exprime  que  le  cosinus  de  l'angle  TBU  est 

nul,  BT  et  BU  étant  les  tan- 
gentes menées  par  le  point  B 
aux  deux  courbes  EF  et  AB  : 
donc  la  cycloïde  AMB  coupe  la 
courbe  EF  à  angle  droit. 

Il  faut  maintenant  égaler  à  o 
le  reste  du  premier  membre  de 
l'équation  T=  o;  mais  aupara- 
vant on  peut  la  simplifier.  En  effet,  on  a  pour  tous  les 
points  de  la  courbe  AMB  (791) 


d.r 
ds~ 


dx 


dx 


x 


3 


=  o 


SOIXANTE-DEUXIÈME    LEÇON.  3ll 

/      doc\         i  ds 

OU  d     X  — -      H s  =  o  ; 

\      ds  2,  A 

d'où  l'on  tire 


«/r 


=  _  (x  *\  +  fx  É\ 


2  .  vf  \"  ds  1 1   '     \"  ds  A 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  r  =  o,  elle  se 
réduit  à 

<2>    (XJ),^+(XI);^  +  (XS)/Z»  =  "- 

Cette  équation  peut  être  rendue  symétrique  par  rap- 
port aux  variables.  On  a  trouvé  (791  ),  C  et  C  étant  deux 
constantes, 

dy  dz 

X  ■£  =±  G,       X  -  =  C; 

J«   (*$.-(**).•  (*£).- (*î).- 

L'équation  (2)  devient  alors 

et,  en  divisant  par  Hx ,  facteur  commun, 

Cette  équation  exprime  que  la  tangente  à  la  cycloïde  au 
point  B  est  perpendiculaire  à  la  tangente  menée  à  la 
courbe  CD  par  le  point  A. 

Les  constantes  et  les  inconnues  x0  ,j0  5  s0,  xx ,  yx,  z{ 
se  détermineront  comme  dans  les  exemples  précédents. 

REMARQUE    SUR    LINTÉGRATïON    DE    l'ÉQUATION    K=0. 

794.  C'est  ici  le  lieu  de  placer  quelques  observations 
sur  l'équation  différentielle 

,   >  dp        d2Q 

dx  dx1 
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qui,  dans  certains  cas  particuliers,  peut  être  intégrée  plus 
facilement  que  dans  le  cas  général. 

i°  Supposons  d'abord  que  N  soit  nulle,  c'est-à-dire 
que  y  n'entre  pas  explicitement  dans  \  .  L'é<|iiation  (i)  se 
réduit  alors  à 


dp 

dx 

d2Q 

dx1 

r= 

P- 

dQ 
dx 

c. 

d'où  résulte 

(») 

Cette  équation  n'est  plus  que  du  troisième  ordre,  si  Y  ne 
contient  pas  de  dérivées  d'un  ordre  supérieur  au  second. 

i°  Si  M  =  o,  c'est-à-dire  si  x  n'entre  pas  explicite- 
ment dans  V,  l'équation  K=  o  se  réduira  encore  au  troi- 
sième ordre,  en  prenant  y  pour  variable  indépendante; 
mais  on  peut  encore  y  parvenir  de  la  manière  suivante. 
A  cause  de  M— -o,  on  a 

f/V=Nf/j  +  P  dp  -f-  Q  dg, 

d'ailleurs 

d P        d'Q  _ 

dx  dx2 

Eliminant  N  entre  ces  équations,  on  aura 


dx  ; 


dV: 

fdV        d3Q\    , 

(     d*p           d'Q 

d'où 

(3) 

dp            dQ 

équation  du  troisième  ordre  seulement. 

3°  Si  l'on  avait  à  la  fois  M  — o,  N  =  o,  l'équation  (3) 
se  ramènerait  au  deuxième  ordre.  On  aurait  alors 

dP       rf2-Q 

dx  dx" 


d'où 
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P -^  =  c' 


3i3 


et  l'équation  (3)  deviendrait 

(4)  V=Qf+e>  +  *. 

Voici  un  problème  dans  lequel  ces  simplifications  se 
présentent. 

795.  Problème.  —  Trouver  une  courbe  plane  AMB 
telle,  que  Faire  ACBD  comprise  entre  V arc  AMB,  les 
rayons  de  courbure  AC  et  BD  qui  correspondent  aux 
deux  points  extrêmes  A  et  B,  et  la  portion  de  déve- 
loppée CD  comprise  entre  les  centres  de  courbure  C  et  D 
soit  un  minimum. 

Il  ne  peut  pas  y  avoir  de  maximum,  puisque  AB  deve- 
nant une  ligne  droite,  la  surface  correspondante  serait 
infinie.  En  prenant  une  courbe  peu  différente  de  cette 
droite,  on  aurait  donc  une  aire  aussi  grande  qu'on  vou- 
drait. 

Soient  MK   et  M'K/  les  rayons  de  courbure  de  deux 
Fig.  i3q.  points  infiniment  voi- 

sins M  et  M'.  Le  trian- 
gle infiniment  petit 
MK'M'     est     égal      a 

-pds,    en   appelant  p 

le  rayon  de  courbure 
MK  et  ds  l'arc  infini- 
ment petit  MM'.  On  en  conclut  aisément  que  la  surface 
en  question  a  pour  mesure 


n 


>  i  (i  -hp: 


</.> 


r0  et  .r1  étant  les  abscisses  des  points  extrêmes  A  nt  B. 
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Comme  Ja  fonction  V  ne  contient  explicitement  m  x 
ni  )  ,  nous  appliquerons  la  formule  (791) 

(i)  V=Q?-4-<r>  -4-r  : 

or  Q  =  —  ^-^r1  ^ 

on  a  donc 


2  \  2 


2  «y  27 

OU 

(2)  <l±Él  =  ,p+t. 

r                     ('  +/'2)2  ,  ■ 

lomme  ^  = •>   cette  équation  revient  a 


c  p  -\-  c 

Soit  0  l'angle  MT.r  que  fait  la  tangente  MT  au  point 
M(.r,  y)  avec  Taxe  0.r  :   on   a 

P  ï 

tang9=/>>,      sin9=  ?      cosQ  -- — 

v/i  +/?2  yt  +  p* 

Par  conséquent, 

p  —  c'sinô  H-  ccosô. 

Soient  a  et  a  deux  nouvelles  constantes,  telles  que 
c  = —  2<?sina,      c'=2<7cosa, 
on  aura 


2 

sma  = „?      cosa  — : 

y/r2  +  e"  V^2  +"  c'2 

on  a  ainsi 

(3)  p  —  9.«sin(G  —  a). 

Prenons  deux  nouveaux  axes  rectangulaires  Cr'et  Or', 
tels  que  x'Ox  ==  «. 
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Si  l'on  fait  9  — cl  =  6',  on  aura 

p  =  ïa  sinO'. 

Formons  l'équation  différentielle  qui  convient  à  ces 
nouveaux  axes.  On  a 

dy 

tango' =  -r-i 
dx 


d'où  sinfi'  — 


<7r 


\/,  +  ^ 


dy* 

dx2 

3 


I-h 

(t  V 

Remplaçons    p    par  /»         '   valeur  qui   suppose    la 

dx1 

courbe  concave  vers  l'axe  des  x  :  on  a 

équation    différentielle  de  la   courbe  cherchée  par  rap- 
port aux  nouveaux  axes.  On  tire  de  cette  équation 

dy' 

ad  — — 
CM?2 

dx  = 


d'où 

(  5  )  #  —  c  =  - 


En  supposant  la  constante  c  connue,  on  peut  imaginer 
que  l'axe  des  y  soit  transporté  parallèlement  à  lui-môme,  de 
telle  sorte  que  toutes  les  anciennes  abscisses  soient  dimi- 
nuées de  c.  L'équation  différentielle  de  la  courbe  est  alors 


X   = 


dx 
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ou 

(6)  dy  =  dxl/î  —  i. 

La  courbe  cherchée  est  cloue  une  cycloïde  dont  l'axe  est 
dirigé  suivant  l'axe  des  x,  et  dont  la  tangente  au  sommet 
est  l'axe  des  y. 

Pour  déterminer  les  constantes,  au  nombre  de  quatre, 
que  renferme  l'équation  de  la  courbe  rapportée  aux  an- 
ciens axes,  il  faut  distinguer  plusieurs  cas  : 

i°  Si  les  points  A  et  13  sont  donnés  ainsi  que  les  tan- 
gentes à  la  courbe  en  ces  points,  l'équation  T  — o  est 
satisfaite   identiquement;  car   on    a    o x0  =  o,    $r0  =  o, 

dp0  =  o, On  aura  les  quatre  constantes  en  substituant 

les  coordonnées  des  points  A  et  B  dans  l'équation  de  la 
courbe,  et  en  exprimant  que  les  tangentes  en  ces  points 
sont  données. 

2°  Si  l'on  donne  les  points  A  et  B,  sans  donner  les  tan- 
gentes à  la  courbe  en  ces  deux  points,  l'équation  T~o 
deviendra 

et  comme  les  variations  dpi  et  dp0  sont  indépendantes 
l'une  de  l'autre,  il  faut  que  l'on  ait  séparément 

Qi  =  o,     Q0  =  o; 
on  a  trouvé,  généralement, 

et  comme  i  -h  p*  ne  peut  pas  être  nul,  il  faut  que  l'on  ait 

On  déduit  de  là  que  le  rayon  de  courbure  est  nul  aux 
points  A  et  B  :  ces  points  sont  donc  les  points  de  rebrous- 
se ment  de  la  cycloïde. 

3°  On  peut  se  donner  le  point  A  ainsi  que  la  tan- 
gente à  la  cycloïde  en  ce  point,  et  supposer  que  le  point  B 
doive  se  trouver  sur  une  courbe  donnée 

y  :~^(.r). 
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Dans  ce  cas  l'équation  r  =  o  se  compose  de  deux  par- 
tics  :  un  terme  contenant  àx^  et  le  terme  QiO/j,  ;  $xt  et 
èpt  étant  des  variables  indépendantes,  on  doit  avoir 
Qjnzo,  d'où  qx  =  00  .  Ainsi  le  point  B  est  encore  un 
point  de  rebroussement  de  la  cycloïde. 

MAXIMUM    OU     MIJMMUM     RELATIF. 

796.  Dans  les  questions  précédentes,  il  s'agissait  de 
rendre    maximum    ou   minimum    une   intégrale    déGnie 

J\  dx,    sans   autre    condition.    On   peut   ajouter  au 
problème   la   condition    qu'une   autre    intégrale    définie 

JXJdx  ait  une  valeur  déterminée  /.  Par  exemple,  soit 

proposé  de  trouver  parmi  toutes  les  courbes  planes  de 
même  longueur  /,  terminées  à  deux  points  A  et  R,  celle 
dont  l'aire  comprise  entre  celle  courbe,  l'axe  des  abscisses 
et  les  deux  ordonnées  extrêmes  est  un  maximum.  La 
question  consiste  à  déterminer  y  en  fonction  de  a:,  de 
telle  sorte  qu'avant 


i 


(i.T.    \j  \    -\~  p2   —  /, 


Jf*  x 
f      ydx  ait  une  valeur  plus  grande  ou  plus 
xo 

petite  que  si  l'on  remplaçait^  par  toute  autre  fonction  de 
x,  satisfaisant  a  l'équation  précédente.  On  dit  alors  que 
l'intégrale  admet  un  maximum  ou  un  minimum  relatif. 

797.   Supposons  qu'il  s'agisse  de  rendre  maximum  l'in- 
tégrale   /       V  dx,  avec  la  condition 

Jf**t 
Vdr  =  L 

Les  variations  de  ces   intégrales  doivent   être  nulles, 
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si  l'on  compare  Ja  fonction  de X  cherchée  avec  relies  qui 
conservent  à  j  Urlx  la  même  valeur.  Ol  doit  donc 
avoir 

\dx  =  o,     9  /      Udx=o. 

En  développant  ces  deux  conditions  comme  on  l'a  fait 
pour  le  maximum  absolu,  on  a  deux  équations,  telles  que 

I        L  m  dx  =  o  ; 

r,  0,  K  et  L  sont  des  fonctions  que  l'on  formera  comme 
il  a  été  dit  plus  haut.  Mais  ici  il  ne  faut  plus  poser  séparé- 
ment r=  o,  R=  o,  car  w  n'est  plus  une  fonction  entiè- 
rement arbitraire  de  x.  Pour  trouver  les  conditions  qui 
doivent  être  remplies  dans  ce  cas,  il  faut  d'abord  élimi- 
ner &).  Posons 

\  hoUÏ.T    —   <p  (#), 

xo 

'       htùdx  ==  (p(^i)- 
Par  conséquent, 

0  -+-  o  (.r,)  =  O,        OU        f(.T,)  = — 0. 

Il  résulte  de  là,  à  cause  de  l'indétermination  de  w,  que 
çp(#)  est  une  fonction  arbitraire  de  x,  assujettie  seule- 
ment à  s'annuler  pour  x  =  x0,  et  à  devenir  égale  à  —  0 
pour  x  =  Xi.  Or  on  a,  à  cause  de  l'équation  (5). 

1    dy (x) 
L       dx 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  (3),  on  a 


f Xl  K  /   ,    \ 
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ou,  en  intégrant  par  parties, 

(6)  r-(r)  e-  f  !fjM*(r]=°- 


Comme  r^(^)  est  une  fonction  arbitraire  dont  on  donne 
les  valeurs  seulement  pour  x  =  x0,  .r  =  .r1,  on  doit  avoir 
séparément 


'(!) 

—  0, 

m     ;         -(r) 

e  =  0. 

La  première  donne 

—  =  —  a     ou      R+«L  =  o, 

a  désignant  une  constante  arbitraire.  La   seconde  condi- 
tion devient  F -h  «0=o,   puisque  —  ayant  une  valeur 

constante  —  <7,   on  aura  (  -—  )    =5  —  a.   On    a    donc  les 

deux  équations 

(9)  r +  a0  =  o,     K+;aLs='0. 

On  aura  donc  une  constante  de  plus  que  dans  le  cas 
où  l'on  recherche  un  minimum  absolu,  mais  on  a  aussi 
une  équation  de  plus 


, 


\}dx~  L 


798.   Si  l'on  avait  cherché  le  maximum  de  l'intégrale 
définie 


Jxn 


(V  +  aU)dx, 


on  aurait  été  conduit  aux  deux  équations  (9).  Par  con- 
séquent la  recherche  du  maximum  relatif  de  l'intégrale 

YdX)  lorsque  l'intégrale  1       Udx  doit    conservei 


S'20  COU  AS     d'AjNALISK. 

une  valeur  constante,  revienl  à  chercher  le  maximum  ab- 
solu de  l'intégrale    I  (\  -f-  a\})dx. 

C'est  ce  qu'on  peul  d'ailleurs  justifier  par  le  raisonne- 


ment suivant. 

X 


L 


(\  -f-  a\))  dx  est  un  maximum,  pendant  que 
XJdx  conserve  une  valeur  constante  et  égale  à  /,  U' 


et  V  désignant  des  fonctions  peu  différentes  de  U  et  de  V, 
on  doit  avoir 


1        (V+flU)r/*>    /         (V'  +  flU')rfr, 
Jx0  Jx0 


f     lYrU>  f 


Vrf.f>     |  V'rfjT 


(') 

(*) 

donc 
(3) 


ce  qui  montre  bien  que   /       V dx  est  un  maximum  lors- 

\]dx=l  est  remplie.  Réciproque- 

ment,  de  l'inégalité  (3)   et  de  l'égalité  (2)  on  déduirait 
l'inégalité  (1). 

PROBLÈMES     SLR    LES     ISOPÉRIMETRES. 

799.   Étant  donnés  deux  points  C  et  D  sur'  un  plan, 
FiS-  l\°-  trouver  parmi  toutes  les  cour- 

bes de  même   longueur  siU  ées 
dans  ce  plan  et  terminés  aux 
points  CefD,  celle  pour  laquelle 
Faire  ABDC  est  un  maximum. 
On  doit  avoir 


l>       B 


pxi       


4-  df  =   /, 
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Je  *x 
y  dx . 

D'après  la  théorie  précédente,  on  devra  chercher  le  maxi- 

c'est-à-dire  poser 

Jr  *i  

I         (  ydx 4-  a  sjdx2  -+-  dyl )  =  o. 

Comme  les  limites  x0  et  xt  sont  fixes,  la  partie  de  la 
variation  désignée  par  T  est  identiquement  nulle.  On  peut 
en  outre  ne  faire  varier  que  r.  On  a  ainsi 

ou,  en  intégrant  par  parties  et  négligeant  la  quantité  pla- 
cée  en  dehors  du  signe/,  qui  est  nulle, 

£  *-.<*(.r-.-«£)=o, 

et,  en  égalant  à  o  le  coefficient  de  dx, 

d'où 

/  o  \  dx 

(3)  r+-.s=* 


Remplaçons  cfo  par  \dxz-h  dj  2,  et  résolvons  par  rap- 
port à  J.r.  Il  viendra 


<£r  =  -  -, 


d'où  j:  —  c—sja'1 — (  J  —  c'y, 

et 

(4)  (*-*)•+.(/  — O^*'- 

Ainsi  la  courbe  cherchée  est  un  arc  de  cercle. 

II.    Ve  édition  -y  \ 
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800.   Problème.   De  toutes  les  courbes  isopérimètres 

que  Von  peut  tracer  sur  un  plan  entre  deux  points  don- 
nés A  et  13,  trouver  celle  qui,  en  tournant  autour  de  la 
droite  Ox,  engendre  la  plus  grande  ou  la  plus  petite 
surface  de  révolution. 

Il  faut  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  relatif  de 


\      jds, 


l'intégrale    /       yds,  avec  la  condition 


ds  —  l. 


La  question  se  ramène  (798)  à  la  recherche  du  maximum 
ou  du  minimum  absolu  de 


Jxn 


(jr-{-a)(ts, 


et  comme  a  est  une  constante,  on  obtiendra  le  même  ré- 
sultat qu'en  cherchant  le  minimum  absolu  de  /  jds, 
problème  déjà  traité  (790),  et  qui  donne  la  chainette. 

801.  Problème.  De  toutes  les  courbes  isopérimètres, 
trouver  celle  qui  engendre  le  volume  de  révolution  mi- 
nimum. 

L'équation  du  problème  est,  dans  ce  cas. 


rxi 
i   /        (y7dx  -+•  ads)=.o 

Jxn 


comme  les  deux  points  A  et  B  sont  donnés,  on  peut  ne 
faire  varier  que  x  et  faire  abstraction  de  la  partie  T,  qui 
est  identiquement  nulle,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  dérivée 
d'un  ordre  supérieur  au  premier.  D'après  cela  on  aura 


/  dx\ 


,    ,  dx 

d  ou  j1  -H  a  —  =  c. 


<l. 
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On  déduit  de  là,  en  remplaçant  ds  par  y/^J-"2  -+-  d)'1, 

dx_      {y7  —  c)<iy 

yja*  —  Lr*  —  cf 
équation  différentielle  de  la  courbe  élastique  (572). 

802.  Problème.  Déterminer  la  courbe  qui)  par  sa 
révolutioti  autour  d'un  axe  [l'axe  des  x)  engendre  la 
surface  minimum  qui  renferme  un  volume  donné. 

Ce  volume  *«•//&;  et  l'aire  **fjrds,  il 

faut  poser  (798) 

(i)  d  I   (y^dx  -+-  layds)  =  o, 

a  étant  une  constante. 

En  considérant  comme  fixes  les  deux  extrémités  de  la 
courbe,  on  peutnefaire  varier  que  .r,  et  comme  la  formule 

ds2  ■=.  dx"1  ~\-  dy"1 

d.r 
donne  6ds=  — -  dSx, 

ds 


on  aura  /   (  r2  4-  lay  -y-]  r/#.r  =  o.  . 


dx\ 
~ds) 

En  intégrant  par  parties,  et  faisant  iïx  =  o  aux  deux 


limites,  on  a 


d'où  l'on  conclut 


dx\ 


j2-+-  iay  —-  =r  une  constante  C 

Chacune  des  constantes  a  et  C  pouvant  être  positive  ou 
négative,  on  peut  écrire 

,  dx  _. 

•    •  J   ds 

et  de  là  résulte 

(2  (/.r  —   -— ; 

Ma>y>  —  {y*±Lb>y 

21. 
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C'est  l'équation  différentielle  do  la  courbe  cherchée  ;  le 
radical  doit  être  tantôt  positif,  tantôt  négatif 5  il  change 
de  signe  quandy  devient  un  maximum  ou  un  minimum. 

Si  la  constante  b  est  nulle,  on  a  un  cercle  ou  l'axe  des  x. 

Si  b  n'est  pas  nulle,  l'équation  différentielle  (2)  appar- 
tient à  la  courbe  décrite  par  l'un  des  foyers  d'une  ellipse 
ou  d'une  hyperbole  qui  roule  sans  glisser  sur  l'axe  des  #, 
comme  l'a  démontré  M.  Delaunay,  dans  le  Journal  de 
Mathématiques  de  M.  Liouville  (*). 

EXERCICES. 

1.  Déterminer,  parmi  toutes  les  lignes  d'une  longueur  donnée 
et  terminées  à  deux  points  fixes  A,  B,  celle  pour  laquelle  la  somme 
des  produits  de  chaque  élément  ds  par  le  carré  de  sa  distance  à  la 
droite  AB  est  un  maximum. 

Solution.  On  prend  AB  pour  axe  des  x.  La  question  se  ramène  à 
l'intégration  de  l'équation 

(—>)£.=.  a 

2.  La  ligne  minimum  sur  une  surface  développable  se  trouve  par 
des  quadratures. 

(*)  Tome  VI,   p.  3og,  et  une  note  de  M.  Sturm,  p.  3i5. 
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NOTES. 


NOTE  I. 

SUR    UN    CAS    PARTICULIER    DE    LA    FORMULE    DU    RINOME, 
par  M.  E.  Catalan. 


(Extrait  des   Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  185^,   t.  XLV,  p.  621.) 


Les  ouvrages  les  plus  estimés,  par  exemple  le  Cours  d'Analyse 
du  profond  et  regrettable  Sturm,  n'indiquent  pas  ce  que  devient  la 

série 

m  m  (m  —  i )    ,       m  (m  —  i )  ( m  —  2)     . 

I  1.2  1.2.3 

quand  on  suppose  x  =  ±  1.  Cette  lacune  peut  être  aisément  com- 
blée comme  il  suit  : 

\ .  Lemme  I.  —  Le  produit  a,  u2  Kg...  un  un+{ . . . ,  dans  lequel  on  sup- 
pose pour  plus  de  simplicité  uK  >•  u2  >•  u3  . . .  >  un  >  u  ,  . .  .  >  1 , 
converge  ou  diverge  en  même  temps  que  la  série 

lMl  +  l«3+...+lKs-T-l«n+I...    (*). 


(  *  )  Cette  proposition,  qui  est  évidente,  peut  être  fort  utile.  Elle  prouve, 
par  exemple,  que  les  produits 

3    7     i3     21        n!+»  +  i 

1     5     11     19        »*-+-  »  —  1 

e-f-  1     e' -h  1         e"-i-  1 


e — 1     e1  —  1         c«  — 

.     o,  .a. 

sec  rt  sec  -  •  •  •  sec  - 

2  n 


^onl  convergents,  et  que  les  produits 

2     5      10  W*-}-! 


1     3     7         B*  —  n  H-  1 
(1  -+-  tanga)  (  1  -h  tan  g  -  )  •  •  •  (  1  -+-  tang-  J 
peuvent  dpp:<sspr  toufe  limita. 
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2.  LBMMB  II.  m  étant  une  quantité  positive,  moindre  que  l'unité, 

le  produit 

p  =  ' 


m    m  -+-i     m  -\-  2  ;;/  -h  n  —  1 

croît  indéfiniment  avec  n. 
En  effet, 

i-i         "  11/  \  —  m\ 

lim  n\ =  lim  n\[  h I  =  1  —  m: 

m-\-  n  —  1  \        m  -\-  n  —  \  J 

donc  la  série  qui  aurait  pour  terme  général  1 est  diver- 

-  J  n  m-t-n  —  1 

gente  (*);  donc  le  produit  Pa  est  divergent  (Lemme  I). 

3.  Lemme  III.  m  étant  une  quantité  positive,  comprise  entre  deux 
nombres  entiers  positifs,  p  —  1 ,  p,  le  produit 

p-\-\  p~\-i  n  H- 1 

p  —  m    p  -f-  1  —  m         n  —  /// 

croît  indéfiniment  avec  n. 

4.  Théorème  I.   m  étant  une  quantité  positive  quelconque ,  on  a 

m      m  (m  —  1  ) 


1  1.2 

m  [m  —  i )  ...  ( m  —  n  -\-  1  ) 


1.2.3. . . n 
Le  reste  de  la  série  (A)  est  (**) 

■n  __,u{m  —  l )  -  •  •  ( m  —  n)  ! 

~~  1.2.3...  (/2+l)  (l-f-Ô)"+l-'"' 

Soit  p  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  m  :  on  peut 
écrire 

r^^7"^*— ')•••  t'"— />+') 
1 . 2 . . .  p 

p  —  m    p  -4-  1  —  m         n  —  m  1 

X  p-\-  1  '  ~~/v-}-2      '  '  '  n-\-  1  X  (1-M)"^-"1' 

Des  trois  facteurs  de  R,  le  premier  est  constant,  le  deuxième  a  pour 
limite  zéro  (Lemme  III),  le  troisième  ne  surpasse  pas  l'unité;  donc 
lim  R  =  o. 


(*)  Comptes  rendus,  t.  XLIII,  p.  627. 
(**)  Cours  d'Analyse,  t.  I,  p.  112. 
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5.  Théorème  IL  m  étant  une  quantité  positive  quelconque,  on  a 
m       m  [ni  —  1  ) 


0  =  1  — 


1  1 .2 

B 

m  [m  —  \). .  .[m  —  n -+-  1  )  _ 


1.2...  n 

La  démonstration  ne  diffère  pas  de  la  précédente,  pourvu  que  lo 
reste  soit  mis  sous  la  forme 

R'=±   »*(»'- ')•■•  ("*—/>+ Q 
1 . 2 .  . .  p 

p  —  ;;/    p  -+-  1  —  ni  n  —  m       .         «»«.,*, 

/?  -J-  1        />  -h  2  n  +  1       v  '        v    ' 

G.  Théorème  III.  /«  étant  une  quantité  positive,  moindre  que 
l'unité,  on  a  ^ 

ï  m       m  (  m  -f-  1  )       m(m-f-i)(/«-f-2) 

a™  1  î.a  1.2.3 

L  )    \ 

w  ( m  -f-  1  )  ...  \m-\- n  —  1  )  _ 

1 . 2 . . .  n 

Dans  ce  cas,  l'expression  du  reste  est 

_  m  [m -\-  \)  . . .  [m ~\- n)  1 


R" 


1.2...  («4-i)        (i4-ô)'"+'<+" 

donc  (Lemme  II)  limR"=o. 

7.  Il  est  évident  que  la  série  (C)  cesse  d'être  convergente  à  par- 
tir de  m  —  1 ,  et  que  la  série 

m       m  (  m  -f-  1  )       m  (  ni  -f-  1  )  (  m  -f-  2) 
ï— j    —  — |  j  _ [_ m  1 1 

1  1.2  1.2.3 

est  divergente  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  m.  Les  cas  dont 
nous  nous  sommes  occupé  sont  donc  les  seuls  qui  présentent  quelque 
intérêt. 


(*)  Cours  d'Analyse,  t.  I,  p.  n/j. 
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NOTE  II. 

SUK    LES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES    (  *  ), 
par  M.  Despeykous. 


L'intégrale  sous  forme  algébrique  de  l'équation 
dx  dy 

v  i  —  xL     y i  —  y2 

s'obtient  aisément,  comme  on  sait  (■**),  au  moyen  d'une  intégration 
par  parties.  En  mettant  cette  équation  sous  la  forme 


dx  \J  i  —  y1  -f-  dy  \]  i  —  xT  =  o , 
on  en  déduit 

/   dx  1/1  —  jx  -j-  j    dx  \/i  —  x2  —  constante. 

Or,  en  intégrant  par  parties,  on  a 

f*     xydy 

dx\J\  -y*  =  x)/l  -J2-h  J    v/i  , 


(*)  Pour  l'intelligence  de  cette  Note,  il  est  nécessaire  de  savoir  que  l'on 
donne  le  nom  d'intégrales  elliptiques  aux  intégrales  suivantes  dont  la  se- 
conde représente  la  longueur  d'un  arc  d'ellipse  : 


re         i  C?  d? 

ire  espèce.  j  —  ? 

JQ  y  i  —  cs  sins«? 

2e  espèce.  j  df\J\ — easins^, 

"o 

ie  espèce.  I  — = 

JQ  (i  -+-n  sin*  ç>)  yi  - 


c*  sin-a> 

Si  l'on  pose  x  =  sinp,  l'intégrale  de  première  espèce  devient 

'x  dx 


£ 


0      \/i—xi  y/—  c2x2 

(**)  Vo/r7   par   exemple,  Lacroix,   Traité  du  Calcul  différentiel  ri    du 
Calcul  intégral,  t.  H,  p.  ^7^- 
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r  /'     xydx 

j   cfyy/i-x'^jnJi-^  +  J    j=P 

Ajoutant  et  observant  que  les  termes  sous  le  signe   /  donnent  une 

somme  nulle  en  vertu   de  l'équation   différentielle   proposée,    on 
trouve  l'intégrale  algébrique 


x  y/i  —  y'1  H-/  V /»  —3t'-  —  constante. 

La  constante  arbitraire  quelle  contient  est  la  valeur  de  y  pour 
x  —  o.  Posons 


r-r 

i/o     y/i 


dx 


=  a,     x  =  sin  a,      y7'  —  r  ^  =  cos  a- 


X* 

et  de  même 

T    -=Â=  =  ft     r  =  sin  p,     v7'  -/'  -  cos  p. 
t/o     y'  l  —  .>  " 

Nous  aurons 

dce.-\-dfc  =  o, 

d'où 

a -h  (3  =  y, 

y  étant  une  constante.  D'ailleurs,  pour  a  ==  o,  on  a 

x  =  o,    P  =  y,    jr=siny. 

La  constante  de  notre  intégrale  est  donc  sin  y.  Par  suite,  il  vient 

sin  y     ou     sin  (a -+-(3)  =  sin  a  cos  (3  -h  sin  (3  cos  a. 

C'est  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions  circu- 
laires. 

Le  même  procédé  s'applique  facilement  à  la  recherche  de  l'inté- 
grale d'Euler  qui  donne  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques. 

Soit,  en  effet, 

dx  dy 

— h    J.  =0. 


\/l  —  x'1  \f\  —  c1  x-        \J \  —  y'  \j \  —  c2  y2 


Ln  multipliant  par  le  produit  des  dénominateurs  et  divisant  par 
1  —  r2.r2/2,  on  a 

/^l  —  J"  V^1  —  c2yl    .           ('  J\  —  x-  1/1  —  c2x'   , 
1 !  »  1       wfa       /        o   •>  ,        rfr-constante 
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Or,  en  intégrant  le  premier  terme  par  parties,  on  obtient 

Vi  —  r'Vi  —  clf  /,,__-r  v7'  —  r2  y/*  — <"V 


i 


i  —  c2  x2  y1  i  —  <:'z  x2  y2 


( i  +  c2  )  (  i  4- c2 x2y2  j  —  i c2 x2 —  2cV  dy 


*r    ^ 

—  2c2   /   . '  .;•    ,    , . .  v/1  —  >^2  V^1  —  £*./   dk. 

J    (i  —  c-  x-y  ) 

En  échangeant  entre  elles  les  deux  lettres  x  et  7,  on  aura  le  second 

terme;  ajoutant  donc  et  observant  que  les  termes  sous  le  signe    / 

donnent  une  somme  nulle  en  vertu  de  l'équation  différentielle  pro- 
posée, on  trouvera 

i  —  <r  x  jr 

La  constante  du  second  membre  est  la  valeur  de  y  pour  x  =  o. 
Posons 

=  «  (*), 


f 

t/O 


/0      y/1  —  «r'J  sfT—^x1 
#=S(a),     y/1  —  -*'2=C(a),     v^1  —  c2^2  =  R  (a)» 
et  de  même 


x 


*    -p. 


/0     y/i  —  r2  v7!  —  c2  y2 

r  =  s(P),  v/r=^=c(S),   /fzrpp^Rfp). 

Nous  aurons 

da.-\-  dft  =  o, 

d'où 

7  étant  une  constante.  D'ailleurs,  pour  a  =  o,  on  a 

*=o,    P  =  7>    J  =  S(7). 
La  constante  de  notre  intégrale  est  donc  S  (7).  Par  suite,  il  vient 

s(7)  ou  s(a+p)  =  ^>MiM|)+|^)CMii(il 


(*)  Dans  cette  intégrale,  la  variable  x  doit  être  prise  toujours  moindre 
que  1,  Si  l'on  fait  .r  =  s'mv,  alors  l'angle  <p  est  appelé  Y  amplitude  de  l'in- 
tégrale «,  Jacobi  le  désigne  par  ani  «  et  pose  j-  =  sin  am  à,  P 
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C'est  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
Elle  donne  S  (a  —  p)  en  changeant  le  signe  de  S  (P).  On  peut 
aussi  en  déduire  C(a±p)etR(a±(3). 


NOTE  III. 

ANALOGIE   DES    ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES    LINÉAIRES 
A    COEFFICIENTS    VARIABLES,     AVEC    LES    ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES, 

par  M.  E.  Bkassinne. 


i°  Considérons  l'équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  va- 
riables : 

dmr         dm-xY  dm~7r  dr 

De  l'intégrale  de  cette  équation  on  déduit  par  les  quadratures 
celle  de  Xm  =  f[x);  aussi,  dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supprime- 
rons le  terme  fonction  de  la  seule  variable  x. 

L'intégrale  complète  de  X/n  =  o  est  la  somme  de  m  intégrales 
particulières  distinctes,  que  nous  appellerons  les  solutions  de  cette 
équation.  Une  intégrale  y  —  c^[x)  est  distincte,  si  -\>{x)  ne  peut 
être  décomposée  par  addition  ou  soustraction  eu  d'autres  fonctions 
de  .r,  qui  égalées  à  y  puissent  satisfaire  à  X„,  =  o. 

Cela  posé,  rappelons  que  Lagrangc,  dans  son  Mémoire  intitulé  : 
Solutions  de  différents  problèmes  de  calcul  intégral,  a  démontré 
que,  si  on  connaît  p  solutions  c,j,,  rar2,...,  cpyp  de  X„,  =  o,  on 
complète  son  intégration  en  effectuant  celle  d'une  équation  linéaire 
d'ordre  m  — p.  M.  Libri,  en  i83G,  a  donné  de  l'extension  à  ce 
théorème  en  démontrant  que,  si  une  équation  linéaire  X^  —  o  (l'in- 
dice p  désigne  l'ordre),  non  intégrée,  est  telle  néanmoins,  que  ses 
solutions  inconnues  satisfont  à  X„  =  o,  l'intégration  de  cette  der- 
nière  dépend  de  celle  de  l'équation  d'ordre  p  et  d'une  autre  équa- 
tion d'ordre  ///  —p.  Il  est  à  remarquer  que  si  l'intégration  de  Xp  =  o 
est  nécessaire  pour  savoir  si  les  solutions  de  celte  équation  appar- 
tiennent à  X;H  =  o,  ce  théorème  rentre  dans  celui  de  Lagrangc. 

Mais  on  peut  établir  un  théorème  général  comprenant  ceux  de 
Lagrange  et  de  M.  Libri,  dont  voici  l'énoncé  :  Si  des  équations  dif- 
férentielles linéaires,  (Tordre  m,  /«',  /«",...,  ont  p  solutions  com- 
munes, on  trouve ,  par  un  procédé  analogue  à  la  recherche  du  com 
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nuui  diviseur  algébrique,  U équation  X  o  qui  donne  cet  solutions, 
et  ?  intégration  des  proposées  est  ramenée  à  celle  de  XJ=oetà 
celle  d'autres  équations  d'ordre  m  — /y,  m' — /;,  m" — p. 

i°  Si  dans  l'équation  linéaire  X  =  o  d'ordre  quelconque  on  pose 
y  =  vu,  on  trouve  une  transformée  dont  la  loi  est  donnée  (46e  Leçon, 
n°  589);  nous  l'écrivons  ainsi  : 

dx  i.2.  dx  1.2.3  dx6 

,    /       dv        n   \d'"-lu  d'"u 

-h  [m .  —  +  P  v    - -\-  v  - —  =  o. 

V       dx^      J  dx"1''      •.     dx-"' 

Les  fonctions  'X,  "X, . . . ,  d'ordre  ///  —  î ,  m  — •  a,. . .,  se  forment 
comme  les  dérivées  du  polynôme 

z'"-\-  Vzm~x  +. .  .-f-Tz  +  Uz° 
(ce  polynôme  est  la  fonction  X  dans  laquelle  on  a  fait  -y-  =  z  ), 

par  rapport  à  z,  en  remplaçant  ensuite  z  par  y-  et  z°  par  j.  D'après 

cette  loi,  il  est  clair  que  si  dans  'X,  "X,... ,  on  remplace  v  par  p#, 
on  aura  des  transformées 

'Xw-h''X^+...      ou     "X«+'"xt+... 

pareilles  à  (2).  Nous  appellerons  'X,  "X,  "'X  les  conjuguées  pre- 
mières, secondes,  troisièmes  de  X.  La  relation  (2)  nous  servira  à 
démontrer  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  de Lagrange.  —  Si  on  connaît/?  solutions,  c,/,,  c2/2,..., 
cpyp  de  X  =  o  d'ordre  />?,  son  intégration  sera  ramenée  à  celle 
d'une  équation  d'ordre  m  —  p. 

En  effet,  supposons  y=yxu  :  il  suffit  de  faire  dans  la  transfor- 
mée (2)  v  =j,;  puisque/,  est  une  solution,  son  premier  terme  sera 
annulé,  et  'X,  "X,. . .,  deviendront  des  fonctions  connues  de  x.  Il 
restera  donc  une  équation  en  u  d'ordre  m  qui  s'abaissera  à  Tordre 

m  —  1  en  posant  -j-  —  u'.  Or,  puisque  y  =  /,  w,  les  valeurs  de  u 

correspondantes  à  y  =y2  —  r3  = . .  -=yp  sont 


et  celles  de  u'  =  —  sont 


dx 


\.r. 
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On  connaît  donc  p  —  i  valeurs  de  u'  qui  satisfont  à  une  équation 
linéaire  d'ordre  m  —  i, 

'X«'+"X--^  +  ..-=o. 
1.2  a x 

Cette  équation,  par  une  transformation  pareille  à  la  précédente, 
pourra  être  abaissée  à  l'ordre  m  —  2,  et  par  une  suite  d'opérations 
semblables  on  arrivera  à  une  équation  d'ordre  m  —  p. 

Nous  avons  rappelé  ce  modo  de  démonstration,  dû  à  d'Alembert, 
parce  que  son  application  à  l'équation  X=/(.r)  conduit,  lors- 
qu'on connaît  les  m  intégrales  particulières  etjrti  c.2y2,...,  cmym 
de  X=  o,  à  l'expression  de  la  valeur  de  y  au  moyen  d'une  intégrale 
multiple,  qui  peut  être  remplacée  par  la  somme  de  m  intégrales 
simples,  ne  différant  l'une  de  l'autre  que  par  les  indices  des  lettres; 
on  trouve  pour  la  valeur  de  y  : 


(3)  r=5f-*.+2 


f{x)  dx 


Xn 

La  sommation  s'étend  aux  indices  n  =  i,  a,  3,. . .,  w,  et  le  déno- 
minateur sous  le  signe  d'intégration  est  le  produit  de  m  facteurs; 
chacun  de  ces  facteurs,  à  partir  du  premier,  est  la  dérivée,  par  rap- 
port à  x,  d'une  fraction  dont  le  dénominateur  est  le  facteur  précé- 
dent et  le  numérateur  ce  même  facteur  dans  lequel  le  plus  fort 
indice  de  y  est  augmenté  d'une  unité.  Après  la  formation  complète 
du  dénominateur,  on  diminuera  de  m  les  indices  qui  dépassent  m. 

Second  théorème   —  Reprenons  la  transformée 

(2)  X«  +  'xg  +  ...=  o, 

qu'on  déduit  de  X  =  o  en  posant  y  =  j\  u.  Si  yx  mis  à  la  place  de 
c  rend  nulles  /;  fonctions,  X,  'X,...,  (p-l)X,  l'équation  X=o 
aura  p  solutions  de  la  forme/,,  #yy,  x2yn. . .,  xp~'yx  (nous  suppri- 
mons les  constantes  pour  plus  de  simplicité  dans  récriture).  En 
effet,  dans  notre  hypothèse,  (2)  devient 

1         d1'  u  I  dp+]it  fï"n 

1.2. îp  dx*  i.2.../;  +  i   dx**  ^       ^Jx  da?"  ~ 

Or  cette  équation  a  pour  solutions 

u  —  1  —  x  =  x2 . . .  =  xp~  ' . 

Donc,  puisque  » ■—  r,«,  on  aura  p  valeurs  de  r,  savoir  :  »,,  .rr,,..., 
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a?  '/,.  Nous  appellerons  les  intégrales  particulières  de  cette  forme 

des  solutions  conjuguées;  xyK  est  conjuguée  de  yt  et  &*%y%  àux"yr 

En  second  lieu,  si  X  =  o  a  /;  solutions  conjuguées  j,,  xyn. .. , 
aP~xy0  chaque  fonction  'X,  "X,  "'X,...,  aura  les  solutions  conju- 
guées de  celle  qui  la  précède  dans  le  développement  (-2),  à  l'excep- 
tion de  la  solution  pour  laquelle  le  facteur  x  a  le  plus  fort  expo- 
sant. 

Si,  en  effet,  on  suppose  dans  la  relation  (2)  u  =  x  et  v  égal  suc- 
cessivement à  jr, ,  *y,...|  xp~2rn  dans  toutes  ces  hypothèses  la 
transformée  se  réduira  à  'X=  o,  puisque  les  valeurs  de  v  sont  des 
solutions  de  X  =  o.  Ainsi  'X  =  o  a  pour  solutions  /,,  xy„ ..., 
xp~'2yr  En  faisant  la  transformée  de  'X,  on  trouvera  de  même  que 
j,,  xy^:.  .'j  x1'-3)^  sont  solutions  de  "X=  o,  et  ainsi  de  suite. 

Ce  théorème  comprend  celui  que  d'Alembcrt  démontre  dans  le 
cas  des  équations  différentielles  à  coefficients  constants,  lorsque 
l'équation  algébrique  de  laquelle  dépend  la  solution  a  des  racine- 
égales  (46e  Leçon,  n°  590). 

Corollaire.  —  Si  toutes  les  solutions  de  'X  =  o  sont  j,,  xyXi. . ., 
.r"'- V,,  x=  o  aura  les  mêmes  solutions  et,  de  plus,  la  solution  xm~Ky\, 
car  on  peut  toujours  concevoir  une  équation  XWI  =  o  d'ordre  m  qui 
ait  toutes  les  solutions  ci-dessus;  or,  en  formant  la  conjuguée  de 
XOT  =  o,  savoir  'Xm  =  o,  cette  dernière  aura  m  —  1  solutions,  j,, 
xyv . . .,  xm'iyi  :  elle  sera  donc  identique  à  'X,  donc  aussi  Xm  sera 
identique  à  X. 

Troisième  théorème.  —  Si  dans  la  transformée  (2)  de  X  =  o  on 

fait  v=yl  et  u  =  c(X-x,  r,  étant  une  solution  de  X=o,  et  a  une 
quantité  très-petite,  cette  transformée  deviendra 

'X.aea*  +  "X  —  ea*+'"X-^  e**+.... ' 
1.2  1.1.5 

En  changeant  a  en  —  a,  on  aura  le  résultat  de  la  substitution  de 

y  =  yie~ccx.  Si  à  cause  de  la  petitesse  de  a  nous  négligeons  les 
termes  dans  lesquels  cette  quantité  est  élevée  à  des  puissances  su- 
périeures à  la  première,  on  voit  que  j,  =  ^,  (x)  étant  une  solution 
de  l'équation  X=  o,  les  substitutions 

donnent  des  résultats  de  signe  contraire  quel  que  soit  x;  ces  deux 
relations  pourraient  être  représentées  par  des  courbes  très-rappro- 
chées  comprenant  la  courbe  y  =  ty  {x). 

Mais  si  y  =  tyl(x)  annulait  X  et  un  nombre  impair  de  fonc- 
tions "X,  X, . . .,  les  résultats  de  la  substitution  seraient  de  même 
signe. 
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En  second  lieu,  si  on  donne  les  équations  de  deux  courbes  très- 
rapprochées,  telles,  que  l'ordonnée  de  Tune  d'elles  soit  toujours 
moindre  que  l'ordonnée  de  l'autre,  et  si  la  substitution  des  valeurs 
de  ces  ordonnées  en  fonction  de  x,  dans  X  =  o,  conduit  à  des  résul- 
tats de  signe  contraire,  il  existe  entre  les  courbes  données  une 
courbe  dont  l'ordonnée  représente  une  solution  de  X  =  o.  En  effet, 
les  équations  des  deux  courbes  très-rapprochées  peuvent  être  mises 
sous  les  formes 

<p(.r)  et  yx{x)  étant  des  fonctions  constamment  positives;  or.  la 
substitution  de  ces  valeurs  dans  X  =  o  ne  pourra  fournir  des  résul- 
tats de  signe  contraire  que  si  le  premier  terme  de  la  transformée, 
savoir  Xé"?(*)  ou  lie~~*fi\x\  est  identiquement  nul,  puisque  ce 
terme  est  incomparablement  plus  grand  que  ceux  qui  ont  a  pour 
facteur.  Donc  y  =  c  A*)  doit  être  une  solution  de  la  proposée. 

RECHERCHE    DES   SOLUTIONS   COMMUNES. 

3°  Pour  déterminer  la  fonction  qui,  égalée  à  zéro,  donne  les  solu- 
tions communes  à  deux  équations  linéaires  X^..  =  o,  Xm  =  o,  dans 
le  cas  où  il  en  existe,  nous  formerons  la- suite  d'égalités 


(A 


dp~l 


Xw+l  =  M^(X,J  +  N(XJ. 


K,  L, . . . ,  M  sont  des  fonctions  de  x  déterminées  de  telle  sorte, 
que  les  termes  de  l'ordre  le  plus  élevé  soient  les  mêmes  au  premier 
et  au  second  membre;  les  restes,  comme  l'indiquent  les  égalités, 
s'obtiennent  par  de  simples  soustractions.  Or,  il  est  évident  qu'une 
solution yx  qui  rend  identiquement  milles XTO+p  et  Xm  et,  par  suite, 
les  dérivées  de  ces  fonctions,  annule  aussi  les  restes  X///+pl, 
X  _,,...,  et  réciproquement  une  valeur  de  r  qui  annule  un  reste 
et  X  satisfait  aussi  à  la  proposée  X  .=  o.  Nous  avons  supposé 
que  notre  dernier  reste  a  la  forme  NXWI,  N  étant  une  fonction  de  x\ 
dans  ce  cas,  toutes  les  solutions  de  Xra  =  o  appartiennent  à  X„1+p  =  o, 
et  l'élimination  des  restes  successifs  conduit  au  développement 

(5)     X„,+„=  jg.(XJ+K,;gl  (XJ+...+M,^(XJ+NX.  =  o. 
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Sous  cette  terme,  et  en  prenant  XW|  pour  l'inconnue,  il  suflit  pour 
s;i  détermination  d'intégrer  une  équation  d'ordre  p,  et  on  trouve  ainsi 

Xm  =  *i.ri  + V*+'  •  -+Wp=f{xy% 
intégrant  ensuite  Xm  =  o  et  faisant  usage  de  la  formule  (3),  on  a 
l'intégrale  complète  de  Xm+p  =  o. 

Si  la  dernière  égalité  du  groupe  (A)  est 

x„+,  =  m^(X,j  +  x;, 

on  fera 

Xw  =  PXmH-Xm_, 

en  déterminant  P  de  telle  sorte,  que  le  terme  d'ordre  m  soit  le  même 
au  premier  et  au  second  membre.  Par  ce  moyen,  on  posera  la  suite 
d'égalités 

*,,,+,  =  M^(XJ  +  PX„, -h  Xm_(, 
(  B }  ;     X.  =  0  ^  ( Xm_,  )  4-  QXW_,  +  XM_2 , 


X*+i  —  S^(XA.)H-S'Xk. 

Si  on  parvient  à  une  égalité  qui  présente  au  second  membre  deux 
fonctions  égales  Xft,  on  arrêtera  l'opération,  et  par  l'élimination  des 
restes  successifs  des  groupes  (A),  (B),  on  développera  Xm  etXw+p 
sous  forme  d'équations  linéaires  d'ordre  m  —  k,  m+p  —  k,  qui 
auront  Xfc  pour  inconnue.  Si  la  suite  d'égalités  conduit  à  un  reste 
y.y[x)  qui  ne  peut  être  annulé  par  une  valeur  de  y  exprimée  en  x. 
on  conclura  que  les  équations  différentielles  n'ont  pas  de  solutions 
communes. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  qu'?7  est  toujours  aisé  de  trouver 
la  fonction  qui,  égalée  à  zéro,  donne  les  solutions  communes  à  des 
équations  linéaires,  et  si  cette  fonction  est  d'ordre  k,  on  pourra 
abaisser  de  k  unités  les  ordres  des  équations  linéaires. 

COMPOSITION   DES   ÉQUATIONS   DIFFERENTIELLES. 

On  veut  former  une  équation  différentielle  qui  réunisse  les  solu- 
tions de  deux  équations  données  Xm  =0,  Xp  =  o.  Désignons  par 
X  le  premier  membre  inconnu  de  l'équation  cherchée,  nous 
pourrons  le  développer  sous  les  deux  formes  : 

X,H+p-^(XjH-K^(X;„)4-...  +  Q(XJ, 
^+/)=^(Xj4-K'-^(X;))+...+S'(Xp). 
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Effectuant  les  différentiations  indiquées  aux  seconds  membres,  et 
identifiant  les  coefficients  des  différentielles  de  même  ordre  dans  les 
deux  développements,  on  aura  m  -\-p  relations  du  premier  degré  au 
moyen  desquelles  on  déterminera  les  coefficients  K,...,  Q,  K'3,,..,  S'. 
Si  les  deux  fonctions  Xm,  X  sont  égales,  la  méthode  n'est  pas 
applicable,  parce  qu'il  est  contraire  au  caractère  de  généralité  de 
l'intégrale  complète  que  deux  solutions  soient  égales;  mais  pour 
suivre  l'analogie  de  l'Algèbre  et  du  Calcul  intégral,  en  ce  qui  con- 
cerne les  racines  égales,  on  formera  des  équations  de  même  ordre 
qui  auront  les  solutions  de  X/H  =  o,   multipliées  par  .r  ou  par  .r2, 

Y       Y 

.r3,. . .;  il  suffira  pour  cela  de  remplacer  y  par  —■>  ^•••*  On  com- 
posera ensuite  en  une  seule  toutes  ces  équations  de  même  ordre, 
et  on  aura  un  résultat  analogue  à  la  puissance  entière  d'un  poly- 
nôme. 

Dans  le  cas  où  Xm  —  o  a  p  solutions  j, ,  j2 , . . . ,  yp ,  de  plus  27 
solutions  z, ,  £■£,,...,  z  ,  xzq  et  3/*  solutions  ul ,  xûn  x2  «,,..., 
ur,  xur,  x2ur,  de  sorte  que  m  =  p-\-if/-\-'ir,  l'intégration  se  ra- 
mènera à  celle  de  trois  équations  d'ordre  />>,  </,  r. 

Si  d'abord  on  cherche  les  solutions  communes  à  X;/1  =  o  et 
'Xm=o,  on  trouve  une  équation  X  2l.  =  o  qui  a  pour  solution  z, , 
s, , . . .. ,  zq ,  ux ,  xux , . . . ,  ur ,  xur.  Les  solutions  communes  à  'XTO  =  o 
et  "Xm=  o,  savoir  :  ut ,  u2 , . . . ,  //,. ,  sont  fournies  par  une  équation 
Xr  =  o;  celle-ci  permettra  de  former  X2r  dont  les  solutions  seront 
u{ ,  xu{ ,. . .,  wr,  xur.  Cherchant  ensuite  les  solutions  communes  à 
X-+J,  =  o  et  X2r  =  o,  on  parvient  à  X^  =  o  qui  a  pour  solutions  z, , 
z2,..; ,  zq.  Il  est  facile  de  former  sans  intégration  la  fonction 
X2(r/+3r  =  o  satisfaite  par  toutes  solutions  conjuguées  doubles  ou 
triples.  Avec  cette  équation,  on  abaisse  Xw  =  o  ou  X  2  3r=o  à 
l'ordre  p. 

Les  méthodes  précédentes  fournissent  un  moyen  aisé  de  trouver 
les  conditions  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  de  deux 
équations  différentielles,  pour  qu'elles  aient/?  solutions  communes; 
il  suffit  d'appliquer  la  méthode,  et  d'exprimer  que  le  reste  d'ordre  p 
est  identiquement  nul. 

Enfin,  on  peut  ramener  à  cette  théorie  des  méthodes  connues, 
celle  par  exemple  que  d'Alembert  a  imaginée  pour  l'intégration  des 
équations  différentielles,  et  qu'il  reproduit  dans  ses  principaux 
ouvrages,  Théorie  des  vents.  Théorie  de  la  Lune,  etc. 

Prenons  pour  exemple  de  cette  application  l'équation  du  qua- 
trième ordre  : 

d*  y  d^Y  d'Y  d)' 

x4=  -74+rtT4  +  6T^-f  c -f+«?r4-/(*)=t o. 

d.t:  dx  dx1  dx  *  \    1 

II.    2e  rdition,  11 
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Supposons  une  fonction 

1       dx"  ^    dx1  ^     dx  ^      T  ^ 

qu'on  veut  déterminer  de  sorte  que  ses  trois  solutions  appar- 
tiennent à  X4  =  o  ;  nous  poserons 

De  cette  dernière  on  déduit,  en  identifiant  les  deux  membres, 

dO  dB' 

e-f-*=fl,      ±-  +  Ae  +  (i'=b,     4i  +  /,Ô'-f-G"=r, 
dx  dx 

r/G"         .  _  dz  ri 

Avec  ces  relations,  auxquelles  d'Alembert  parvient,  on  élimine  k\ 
6',  ô",  et  on  arrive  à  une  équation  en  &  qu'il  faut  intégrer  pour 
trouver  ensuite  les  autres  coefficients.  Cette  détermination  conduit 

à  quatre  expressions  de  X3,  et  comme  d'ailleurs  -y-  (X3)-M'X3  =  o 

donne  X3  =  C.e~fhdx,  en  portant  dans  cette  dernière  les  systèmes 
de  valeurs  de  /,  0.  0',  0"  on  obtient  quatre  relations  au  moyen  des- 
quelles on  trouve  la  valeur  de  r  après  avoir  éliminé  —•>  ■—  j  -rr' 
n  dx    dx1    dxi 

Si  les  coefficients  de  X4  =  o  sont  constants,  ceux  de  X,-—  o  le 
seront  aussi,  et  dans  ce  cas  la  valeur  de  0  dépendra  de  la  résolution 
de  l'équation 

(  Q  -_  „)*  +  a  (0  -  af  +  b  (0  —  af  +  c  (0  -  a)  4-  e  =  o. 


COMPOSITION   DE    L  EQUATION    LINEAIRE   AU   MOYEN    DE    SES   SOLUTIONS. 

4°  La  composition  de  XTO=  o,  au  moyen  de  ses  intégrales  parti- 
culières, résulte  de  l'élimination  des  constantes  <?,,  r.,,. . .,  cm  entre 
les  équations  (46e  Leçon,  n°  579)  : 

r=  C[ri-i-c.iy2  +  ...-+-cmYm, 

.  dx         '  r/.r  -  r/.r  '"  dx 

1^0 


dmr  dmy\  d'"y,  dmy 


\  Sr*         '  ri*?1  -  r£rm       "  '"  d.r> 
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Or,  si  l'on  écrit  le  groupe  suivant  : 


r.-f-H-'-.-r-1 +  ••.  +  '"„.-; 


j  m 


E 


^"l",',77"1"---1-  ''«;/>' ' 


<*.,  t-tt  +  <?,  -7-777  +■*..-+■  <\, 


on  aura,  au  moyen  des  m  dernières  équations,  les  valeurs  de  cx , 
csi . .. ,  c  qu'on  portera  dans  la  première,  et  le  résultat  se; a  de  la 
forme  c0A  =  L,  A  étant  le  déterminant  ou  dénominateur  relatif  aux 
m-\-  1  inconnues  c0,  <?,,..,.  Si  on  fait  r0  =  —  1  et  ).  —  o,  /'=  o,..., 
la  relation  précédente  se  réduit  à  A=  o,  laquelle  ne  peut  être  que 
l'équation  différentielle  X;/l  =  o.  Or,  d'après  la  formation  connue  du 
déterminant  A,  on  peut  écrire 

(C'y         (l'"-xr 
X„1=i=-rD+7z?,;-D,  +  ...+,D„,=  o. 

D  est  le  dénominateur  des  ni  inconnues  e, ,  c, , . . . ,  cm  déterminées 
au  moyen  des  m  premières  relations  du  groupe  (E),  et  si  l'on  con- 
sidère les  indices  de  la  différentiation  comme  des  accents,  on  passe 

d'"  y 
du  premier  terme  -~  D  au  suivant  en  changeant  les  signes,  m  en 

m  — 1  et  m  —  1  en  m.  Comme  D  contient  les  indices  m  —  1  qui 
deviennent  m  pour  la  formation  de  D,,  et  comme  d'ailleurs,  en 
ajoutant  un  accent  ou  une  unité  à  chaque  facteur  de  D  de  même 
indice,  cette  fonction  s'annule,  il  est  clair  que  D,  est  la  dérivée 
complète  de  D  et,  par  suite,  si  D  est  constant,  D,  =  o  (observa- 
tion due  à  M.  Liouville). 
En  second  lieu,  si  nous  mettons  la  valeur  de  y  sous  la  forme 

on  pourra  déterminer  les  constantes  en  supposant  que  pour  xn,Xa 

(lY      (l2Y  (/'"y 

les  coefficients  différentiels  -~i  -—  >  •  ■  •  j  — —  ont  des  valeurs 

dxn     dx&  fa" 

assignées  ;  dans  cette  hypothèse,  on  trouvera  les  valeurs  des  con- 
stantes au  moyen  des  m  dernières  équations  du  groupe  (C),  et  en 
désignant  le  dénominateur  commun  par  D  et  les  numérateurs  par 
N,,N2,...,  N;/I,  on  aura 

N  N  N 

Si  .r,(,  yn  et  les  dérivées  de  v,(  par  rapport  à  «r  satisfont  à  la  rc- 

1  •>. . 
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lation   j=^((x),    ces   valeurs    dans    l'expression    de  y   devront 

N 
rendre  ~  égal  à  l'unité,  et  N3,  N, ,   N„  égaux  à  zéro.  Mais 

•r«>  ïn  e^  ^es  dérivées  pourraient  satisfaire  à  une  des  relations 
y=ty2  (.r),  y  =  -\>3(x),...,  et  on  déduirait  des  conséquences  sem- 
blables. On  peut  conclure  de  cela  que  le  numérateur  N  ,  égalé  à 
zéro,  est  une  équation  linéaire  d'ordre  ///  satisfaite  par  toutes  les 
intégrales  particulières  de  Xm  =  o  à  l'exception  de  y-.-  A  (or). 

DEUXIÈME    MÉTHODE   DE    COMPOSITION. 

5°  Analogie  cPunc    équation   linéaire   avec    la   puissance   d'un 

binôme. 

X;/1  =  o,  XWI_,  =  o  sont  des  équations  différentielles,  telles,  que 
toutes  les  solutions  de  la  seconde  satisfont  à  la  première,  si  l'on 
pose 

et  si  l'on  détermine  /,  z  de  telle  sorte  que  les  deux  termes  du  plus 
fort  indice,  au  premier  membre  et  dans  la  première  partie  du  se- 
cond, soient  identiques,  R  devra  être  identiquement  nul.  Sans  cela 
l'équation  linéaire  R  =  o,  de  l'ordre  m  —  2,  aurait  m  —  1  intégrales 
distinctes,  ce  qui  est  impossible. 

Composons  par  ce  procédé  une  équation  d'ordre  m,  qui  réunisse 
toutes  les  solutions  des  équations  : 

dy  dy       ,  dy 

On  formera  d'abord  une  équation  du  second  ordre 

d 


x>=*a* 


d'où  on  déduira 


[«(£*-)] 


kz  =1      ou      X  =  -  ; 

z 


z  sera  déterminé  par  la  condition  que  le  second  membre  soit  annulé 
par  les  valeurs 

C-L  —  —  h  y      y—  e-$bdx 
dx~        J>    y~ 

On  exprimera  cette  condition  en  égalant  z  (  -j-  +  ay\  à  une  con- 
stante, à  l'unité  par  exemple,  et  on  trouvera 

jbrtx 

z  =  - p      **=  (a-b).e~ibd\ 

a  —  b  v 


NOTE     111. 


34l 


Remarquons  que  7  est  le  facteur  qui  rend  le  premier  membre  X, 

une  différentielle  exacte.   La  fonction  du  troisième  ordre  X,  résul- 
terait de  la  relation 

qui  devrait  être  satisfaite  ou  réduite  à  zéro  par  les  valeurs 

dx~        7'     J  " 

Si  les  solutions  de  X;/l  =  o  sont  yx ,  xyx ,  x1yx , . . . ,  xm~iyt ,  en  sup- 

dy 
posant  que  j,  satisfait  à  -j-  -+-  ay  —  o,  le  premier  membre  X„,  se 

développera  ainsi  qu'il  suit  : 

dmY  (l'"-xy       m[m  —  \){    .,       da\d'"-7y 

X    5=  -Ht  4-  ma 


<7x'"  ^.v;'"-'  1.2        \  dx)  dx"1  2 

in\m  —  1  )  (  ///  —  2  )  /  3  r/rt       <72rt  \  d"l"Ay 


1 . 2 . 3 


\  dx       dx-  ) 


Les  coefficients  numériques  de  cette  expression  sont  ceux  de  la 
puissance  m  du  binôme  ;  les  fonctions  de  à  se  forment  ainsi  :  à  partir 
du  second  terme,  on  obtient  la  fonction  de  n  relative  à  un  terme 
quelconque,  en  multipliant  par  a  la  fonction  de  a  du  terme  précé- 
dent et  ajoutant  à  ce  produit  la  dérivée  de  cette  fonction. 

Pour  démontrer  cette  formule,  nous  la  supposerons  vraie  pour 
l'ordre  /;/,  c'est-à-dire  que  nous  admettrons  que  le  développement 
précédent  égalé  à  zéro  est  une  équation  dont  les  solutions  sont  j, , 
•' >  1  ^  **7i>è'''j  ^'""'Ji-  Écrivons,  d'après  la  même  loi,  le  dévelop- 
pement pour  l'ordre  m  +  1  que  nous  représenterons  par  Xm+l  ;  or, 
on  verra  tout  de  suite  que  la  conjuguée  première  de  cette  fonc- 
tion sera  'XHI+,  =  (/»-r-i)Xm;  par  conséquent  X*     ,=  o  aura  les 

mômes  solutions  que  Xffl  =  o,  et  cela  prouvera  que  XIW+I  aura  aussi 
les  mêmes  solutions,  et  de  plus  la  solution x'"jr 

Cette  seconde  méthode  de  composition  a  l'avantage  de  s'appliquer 
à  des  équations  non  linéaires,  et  de  conduire  sans  aucune  difficulté 
à  la  théorie  dos  solutions  singulières,  et  à  la  démonstration  de  diverses 
questions  de  calcul  intégral  traitées  par  Jacobi.  Les  exemples  sui- 
vants en  montreront  l'usage. 

Considérons  une  équation  linéaire  ou  non  linéaire  d'ordre  m. 
Xm  =  o,  et  supposons  que  X/w_,  =  o  soit  une  équation  d'ordre  m  —1. 
telle,  que  toute  valeur  de  y  <in  fonction  de  x  qui  satisfail  à  la  der 
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niere  satisiai t  aussi  à  la  première  :  dous  pourrons  poser  l'identité 

dans  laquelle  M  est  déterminé  de  telle  sorte  que  les  termes  d'ordre  /// 

soient  identiques  au  premier  et  au  second  membre.  La  (orme  de 
l'identité  résulte  de  ce  que  les  fonctions  qui  annulent  X,„  et  Xm_, 
doivent  aussi  annuler  le  reste;  nous  la  mettrons  donc  sous  cette 
deuxième  forme 

qui  s'accordera  avec  la  première  si 


d'où  on  déduit 


*z=M      et     /.-;       N. 
<lx 


J   '"  et      k  =  Ue    J    '"       . 


y  sera  le  facteur  qui  rendra  le  premier  membre  X//(  une  différen- 
tielle exacte.  Mais,  sans  nous  arrêter  à  des  généralités  qui  noiis 
feraient  retrouver  les  résultats  que  Lagrange  démontre  dans  le 
calcul  des  fonctions  (i3e  Leçon  et  suiv.),  appliquons  ce  qui  précède 
à  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

Cette  équation,  dans  tous  les  cas  où    /  f{x)dx  sera  exprimable 
en  fonction  de  x%  se  mettra  sous  la  forme  plus  simple 

d'~  y         ,        N 

Il  suffira  pour  cela  de  remplacer  y  par  ye    J 
Si  on  connaît  une  intégrale  première 

'  dx 

de  la  dernière  équation  du  second  ordre,  a  étant  la  constante  arbi- 
traire d'une  première  intégration,  on  pourra  déduire  de  cette  inté- 
grale, -r-=  «j  a  étant  une  fonction  de  x.  y.  ac.  Mais    d'après  ce  que 

5:5        '  dx  '  '  1 


note  m.  3/j3 

nous  avons  expliqué,  nous  poserons 

fP.r         i         s      i   (l  T    (ÔL         VI 


dx 
Identifiant,  on  trouve 


dz 

hZ  —   I ,        A-  —  =   O, 


r/w       <7m  dy         .        .  r/«       <Y«  .         . 

E+Ç2r  •=*<*•'>    ou    ^  +  ,77"  =  T(;r'-r»- 

Les  deux  premières  sont  satisfaites  en  faisant  /•=  i,  z=  i,  mais 

la  dernière  ne   pourra  avoir. lieu  que  dans  le  cas  où  le  premier 

membre  sera  indépendant  de  a,  qui  n'est  pas  contenu  dans  y  (.r,  y). 

Ainsi,  la  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  a  sera  nulle; 

donc 

du  du 

(ly.  dx  du  du 

f-  — —  u+   —   —=  o. 

dx  dy  dy  dot. 

Considérant   la  dérivée  par  rapport  à  x  et  celle  par  rapport  à  y, 
lesquelles,  d'après  l'égalité,  sont  égales  et  de   signe  contraire,  on 

verra  que  -j-  est  le  facteur  qui  rend  dy  —  udx  une  différentielle 

exacte. 

On  pourra  donc  intégrer  -r-dy —  udx  (42e  Leçon,  n°  529). 

(  i  -X  (  L  J, 

Un  second  exemple,  pris  du   Mémoire  que  vient  de  publier  le 

géomètre  suédois  M.  Malmsten,  ne  présente  pas  plus  de  difficulté. 

dy 
Supposons  qu'on   connaisse  une  intégrale  première  -j~  =  u  de 

l'équation  du  second  ordre 

dx -M^)  =  o, 

dy 

dans  laquelle  f  —  -j-;  Cette  équation  se  met  sous  la  forme 

d-A1\v')d\y   ,    dyfry') 

—, .   a  H = -b [x, y)  =  o. 

dy'         dx'  djc  ,v 

Nous  avons  marqué  d'un  trait  les  dérivées  par  rapporta  x,  lors- 
qu'on ne  considère  pas/'  comme  fonction  de  x.  Dans  cette  relation, 
et  en  vertu  de  l'intégrale  donnée,  on  peut    remplacer  >'  par  u  e! 
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identifier  ensuite  le  premier  membre  à 


L'identité  donne 


*s[*(ï^")} 


du  dX 


(et  par  suite,  z  =  i),  enfin 

(I  f  (  x,  u) 


du        \dx      <ty   J 


dx 


+.+(*f  y)* 


Si  on  transpose  le  terme —^ —  >  le  second  membre  ne  ren- 

dx 

fermera  plus  a;  par  suite,  le  premier  sera  indépendant  de  cette 
constante,  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a  sera  nulle.  Cette  dé- 
rivée est 


[dy\x,  u)  du 
du         <7aJ   /du 


-h -7-  " 


du  \  dx       dy 

(du  du 

dot  du.  du  du 

dx  dy  dy  de/., 

dy(x,  u)  du 
du         da. 


dx 

De  cette  relation  on  voit  clairement  que,  en  prenant  pour  fac- 
teur 

dy  (.r,  u)  du       dy 
du         da.       dx 

d  0 
l'expression  -~{dy  —  udx)  sera  întegrable. 


L'équation 

dfiXi  r') 


■y'-ty(x,y)  =  o 


dx 

sera  tr;.i tee  de  la  même  manière;  car  après  l'avoir  développée,  elle 
devient 

i    r/?(r,  r')  d2r       dy(r,y')       .  . 
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Remplaçant  y'  par  u  et  identifiant  le  premier  membre  a 


on  trouve 


enfin 


4  [•(£-»)] 


1  rfytj,  ft) 
A  — - 7      z  —  o  , 

m         du 


dy[yt  u)  (du      du   \      c/(y(r,  «) 


-,-4- 


y) 


u  du  \(U       dy    J  dy 

devra  être  indépendante  de  a,  ce  qui  donnera  -  -j-  pour  le  facteur 

qui  rendra  intégrable  la  fonction  du  premier  ordre,  de  telle  sorte 

que  -  — r-  [dy—udx)  sera  une  différentielle  exacte. 
1      u  dot.  v 

Les  équations  du  troisième  ordre  : 


'^&=.r-Hx,r), 


U>  dx 

qui  se  ramènent  aux  formes  du  second  ordre  quand  on  élimine  dx 

dy 
par  la  relation  dx=  ~\  ne  présentent  pas  de  difficulté. 


REMARQUES   SLR    LES    EQUATIONS    LINEAIRES. 

\ .  Une  équation  linéaire  Xm  =  oa  m  solutions  qui  peuvent  être  les 

dv 
intégrales  d'équations  du  premier  ordre  -j-  —  ay  =  o.  Ces  équations, 

qu'on  pourrait  nommer  les  composants  de  Xm  =  o,  méritent  une  atten- 
tion particulière.  Jusqu'ici  on  s'est  appliqué  à  éviter  dans  1  intégrale 
les  fonctions  imaginaires  par  une  détermination  convenable  des 
constantes.  Cependant,  il  est  utile,  dans  certains  cas,  de  les  con- 
server si  on  a  en  vue  la  simplicité  analytique.  Ainsi,  les  solutions 

d'y 
en  exponentielles  de  l'équation  — '—+y  ~  o  fournissent  des  compo- 
sants à  coefficients  constants 

-J-  +zy\'—  1  -  o. 
dx 
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Los  solutions  réelles  Csin.r,  Ccoèx  conduisent  à  des  composants 

(h  tly 

à  coefficients  variables  et,  par  suite,  moins  simples. 

2.  L'intégrale  complète  de  Xw  =  o  est  la  somme  de  m  solutions 
de  la  l'orme 

r=C4»(îr). 

Il  sera  quelquefois  possible  de  discuter  la  courbe  qui  représente  une 
solution,  sans  intégrer  l'équation;  cela  paraît  plus  général  et  plus 
simple  que  de  discuter  l'intégrale  complète  avec  ses  constantes  dé- 
terminées par  des  conditions  particulières.  Ainsi,  comme  on  peut 
toujours  faire  disparaître  le  second  terme  dune  équation  linéaire, 
celle  du  second  ordre  se  ramènera  à  la  forme 

de  laquelle  on  déduit,  en  multipliant  par  dy\ 


(Lx'À 


2    f{*)r<fy=o- 


Dans  le  cas  oiifx  =  £i,  A  étant  une  constante,  la  relation  se  met 
sous  la  forme 


(£-*)  (Î+Ar) 


O. 


Or  il  n'est  pas  difficile  de  prouver  que  si  \J j \x)  reste  comprise  entre 
deux  valeurs  constantes  A',  A"  depuis  x'  à  X',  les  intégrales  parti- 
culières de  l'équation 

d2X       ri    , 

dépendront  de  deux  équations  du  premier  ordre  de  la  forme 

dy 


dx 


<f(x)y=o. 


telles,  que  ©(a:)  sera  comprise  entre  A'  et  A". 

3.  Enfin,  les  solutions  d'une  équation  linéaire  pouvant  être  con- 
sidérées comme  les  intégrales  d'équations  de  la  forme 
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en  posant 

dy 

=  ", 


ydx 
on  peut  concevoir  une  équation  algébrique 

dont  les  racines  ou  valeurs  de  p  conduiront  à  la  valeur  de  y. 
Si  on  donne  l'équation  algébrique 

<>'"  +  "<'"'-'  +. . ..-+-  ",„_,  v  +  fl» •  •  •  =  o , 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  je,  de  cette  équation   on 

. ,  .  •  ,,.,      dv     d2v        ,,       .        .  . 

déduira  c'"  et  les  dérivées  -7-?  -7—7  en  fonction  de  x  et  des  puis- 

(IX      (IX~ 

sances  de  e  inférieures  à  m.  Si  donc  on  veut  former  une  équation 
différentielle 

d'"y  dm~\Y  }         dv         , 

dy 
telle  que  ses  m  solutions  particulières  fournissent  dus  valeurs  de  -7-7- 

ydx 

égales  aux  valeurs  de  c,  on  posera 

dy 


ydx 


et,  diO'érentiant  plusieurs  fois  de  suite  cette  relation,  on  exprimera 

d'"  y      d'"-ly  

— r4;i  — r-zÉîi  • • «  ?  en  fonction  de  x  et  des  m—  1  premières  puis- 
ydx      ydxr~ 

sances  de  v.  Cette  équation  du  degré  m  —  1  devra  être  identique- 
ment nulle  pour  qu'elle  ne  soit  pas  en  contradiction  a,vec  l'équation 
donnée  en  9  du  degré  ///.  On  aura  ainsi  des  relations  qui  détermi- 
neront /;, ,  ù2. . . .  ,  bm.  Le  calcul  est  élégant  lorsqu'on  transforme 
l'équation  <>"'  —  A'"  =  o,  A  étant  fonction  de  x,  en  une  équation  dif- 
férentielle. Si  m  ==  3,  cette  équation  est 

d3y         A'r/'-'r       /A"      3A"-\r/> 


dx3  '    3  A  dx>       \  A  +    Aa  )  dx      k'J  "~  °* 

On  pourrait  aussi  se  proposer  de  transformer  une  équation  différen- 
tielle linéaire  en  une  équation  algébrique  dont  les  racines  représen- 
teraient les  valeurs  de  —y-i  mais  ce  problème  inverse  dépendrait 
d'intégrations  souvent  impossibles. 
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NOTE    IV, 

SUK  LES  PROPRIÉTÉS  DE  QUELQUES  «ONCTIONS  ET  SI  H  LA. 
REPRÉSENTATION  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  PAR  DES 
INTERSECTIONS    DE    COURBES, 

par  M.  E.  Prouiiet. 


Définitions  préliminaires.  —  Relations  entre  les  dérivées  partielles  des 
fonctions  P  et  Q.  —  Séparation  des  quantités  réelles  et  des  imaginaires 
dans  les  dérivées  de  f '(z).  —  Différences  finies  et  différentielles  totales 
des  fonctions  P  et  Q.  —  Propriétés  des  courbes  P,  Q,  P-t-Q,  P  —  Q 
—  Démonstration  d'un  théorème  de  M.  Cauchy.  —  Asymptotes  des 
courbes  P,  Q,  etc. — Théorème  sur  le  nombre  des  racines  des  équations 
algébriques.  —  Propriétés  des  surfaces  z  =  P,  z  =  Q.  —  Remarques. 


DEFINITIONS   PRELIMINAIRES. 

1.  Si  f(z)  est  une  fonction  qui  prenne  la  forme  P  -+-  Q  y/—  i 

quand  on  pose  z  =  x-\-y\/—\,  P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles 
en  x  et  r,  l'équation 

(i)  /(z)  =  P  +  Qv/—  =0 

entraînera  les  suivantes 

P  =  o,     Q  =  o 

et  réciproquement.  Il  suit  de  là  que  si  x  et  y  sont  les  coordonnées 

d'un  point  variable,  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  y/— i  d'une 
racine  de  l'équation  (i)  seront  respectivement  égaux  aux  valeur? 
numériques  de  l'abscisse  et  de  l'ordonnée  d'un  point  commun  aux 
deux  courbes  données  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o. 

Les  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  peuvent  donc  être 
regardés  comme  formant  une  représentation  géométrique  des  ra- 
cines de  l'équation /(z)  =o,  et  c'est  pour  rappeler  cette  propriété 
que  nous  les  nommerons  des  points-racines. 

2.  On  dit  en  général  qu'une  équation /(z)  =  o  a  //  racines  égales 
à  a  lorsqu'on  a  f{z)  =  (z  —  a)nï(z),  î[z)  désignant  une  fonction 
qui  ne  devient  ni  nulle  ni  infinie  pour  z  =«;  or.  comme  la  fonc- 
tion ï ( z)  —  ,     *•  \  prend  la  forme-  pour  s  —  a.  si  l'on  cherche 
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sa  véritable  valeur  d'après  les  règles  connues,  on  voit  que,  pour 
qu'elle  ne  soit  ni  nulle  ni  infinie,  on  doit  avoir 

f(a)=o,    /'(«)==<>,    /»=<>,...,    /^(«)  =  o,    f"(a)>o. 

Toutes  les  fois  que  l'équation  f[z)  aura  //  racines  égales,  le  point- 
racine  correspondant  sera  pour  nous  l'équivalent  de  n  points-racines 
qui  coïncideraient,  et  nous  le  nommerons,  dans  ce  cas,  point-racine 
de  V ordre  n. 

RELATIONS    ENTRE   LES    DERIVEES  PARTIELLES  DES  FONCTIONS  P  ET  Q . 

3.  Relations  entre  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Si  l'on  suppose  que  z  tienne  la  place  de  x-\- y  \J — 1  dans  l'identité 

f(z)  =  v+Qvr-;, 

et  que  Ton  prenne  les  dérivées  des  deux  membres,  d'après  la  règle 
des  fonctions  de  fonctions,  on  aura 

r.  .    .  dz       n  1   \    1 —      àY      dO   , — 

ou  f  (z)= ttV  —  1. 

dy        dy 

On  obtient  ainsi  deux  expressions  différentes  de/' (z),  et  en  ex- 
primant qu'elles  sont  identiques  on  aura  les  relations 

/  dV  _  r/Q 
]  dx        dy 


eh  '  dx 


'   dv  dx 


4.  Réciproquement,  si  les  relations  (2)  ont  lieu  entre  les  dèri- 
vécs  de  deux  fonctions 

P  =  *(.r,j),     Q  =  T(.r,j), 

P  et  Q  sont  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  \J — 1  d'une  fonction 
(F une  seule  variable  z,  dans  laquelle  on  aurait  substitue  x  -\-y  \J —  1 
à  z. 
En  effet,  posons 

W  =  P  +  Qv/Z7^ 

substituons  z—y\!—\   à  x  dans  cette  expression,  et   prenons  la 


3r>t>  COURS     I)  ANALYSE. 

dérivée  de  \V  par  rapport  à  >  ;  nous  aurons 

r/W      dV  dx  ,  d?  ,   fdQdx      dQ\ 

7ÂT  17,  ~^~  777"      V 


r/y         c/r  <-(y-       f/r         \dx   dy       dy 

d.r  , .,  .      . 

et  comme  -7-  =?  —  v  — '•  ''  ('M  résulte 


dy         \dy        dx  )        \dy        d 


1  . 


Or  le  second  membre  est  identiquement  nul  d'après  l'hypothèse. 

c/W 
On  a  donc —7—  =  o.  Ainsi  le  résultat  de  la  substitution  est  indé- 
djr 

pendant  de  jr,  et  par  conséquent  W  se  réduit  a  une  fonction  de  z, 

qui  par  la  substitution  de  .r  +  y  \/  —  1  devient  P  -h  Q  \J  —  1. 

<:.   g.    F.    d. 

5.  Relations  entre  les  dérivées  partielles  du  second  ordre. 
Les  relations  ('2)  étant  identiques,  on  pourra  prendre  les  déri- 
vées des  deux  membres  de  chacune  d'elles  :  on  obtiendra  ain>i 

d2?        d2Q  d2V     _  d2Q 

dx2        dx  dy  dx  dy       dy* 

d2Q  _  d2V  d2Q  d2? 

dx'2  dx  dy        dx  dy  dy-  ' 

d'où  résultent  les  relations 

r/2P  _        d2V 

dx2  ~      77F' 
(3)  < 

v   ;  \  <£Q__      d2Q 

{  dx2  ~       dy2  ' 

Réciproquement,  si  l'une  des  relations  (  3  )  est  vérijîée  par  une 
fonction  P,  il  sera  possible  de  trouver  une  seconde  fonction  Q  telle, 

que  P  et  Q  résultent  de  la  substitution  de  x  -\-y  y  —  1  h  la  place  de  z 
dans  une  certaine  fonction  cp  [  z  ). 

fdV 

En  effet,  si  l'on  pose  Q  =  I  —  dy,  on  aura 


(I9.  -  2    ^9.-  f—  d  -     C—  d  -  —  — 

dy        dx        dx       J    dx2    "  J   dy2  dy 

Ainsi  les  relations  {1)  sont  vérifiées  par  les  fonctions  P  et  Q,  et 
par  suite  il  existe  une  fonction  cp(z)  telle,  que  l'on  a  identiquement 


NOTE     IV.  35 1 

6.  Relations  générales,  entre  les  dérivées  partielles  de  P  et  celtes 
deQ. 

On  tire  des  équations  ('2),  en  les  différentiant  /  —  1  fois  par  rap- 
port à  x,  et  n  —  h  -+-  1  fois  par  rapport  à  r, 

d"  P  d"Q 

\dxkdr"^  r        ((j*~l  f/r'"k+l  ' 

(4) 

r/"Q  r/"P 


7.  Relations  entre  les  dérivées  partielles  de  P  ow  flfe  Q. 
On  tire  des  équations  (3)  par  la  différentiation 

d"V  d"V 

\  tUk(lytt-k  ~~  ~~  dxk-'2dy"-k+2  ' 

1       r/"Q  r/"Q 


-jt-2  ,i..n-ki  2 


dxKdr"-k  d,rk-'d) 

Ces  équations  expriment  une  propriété  commune  aux  deux  fonc- 
tions P  et  Q.  En  y  faisant  successivement  X  =  /?,  //  —  2,  //  —  4, . . . , 
puis  /.—//—  1 ,  /z  —  3,  «  —  5, ... ,  on  obtient  : 


•/"P  r/"P  dnV  d"V 

Tïx"  ~  dxH-zdy2  ~~  dx"  -*df*  "     ~  dx"'*  df  ' 

d"V  dnV  d"V  d"\> 


dxn-ldy  dx"--idri       dxJl-hd\'-            dx"-'  dr' 
(6)  {           ■ 

d"Q  d"Q              d"Q                  d"Q 

7lx"  ~~  dx"  2dr2  _  r/.r"-4  drx  ~~  ~  dx""<ht' 

daQ  d"Q              d"Q                  d"Q 


\  dx11-  '  dj  dx"~  »  dy3       dx"  - b  dj  '     '       <7.r"-7  dj  '■  '  ' 

Ainsi  toutes  les  dérivées  partielles  de  P  oa:  <-/6'  Q  c/'///?  même 
ordre,  dans  lesquelles  V indice  de  différentiation  relatif  à  une 
même  variable  est  en  même  temps  pair  ou  impair \  sont  égales  en 
valeurs  absolues. 

Et  si  Von  range  ces  dérivées  suivant  un  ordre  de  grandeur  de 
cet  indice,  les  signes  -f-  et  —  se  succéderont  alternativement. 

SÉPARATION  DES  QUANTITÉS  RÉELLES  ET  DES  IMAGINAIRES  DANS  LES 

DÉRIVÉES  DE  f(z). 

8.  En  différentiant  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de  l'iden- 
tité f(z)  =P-|-Q  \/— 1,  nous  avons  trouvé 

ril   .       dV      dQ   , — 

f^  =  dx-  +  ab^~l- 
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Cette  formule  fait  voir  que  pour  obtenir  la  partie  ruelle  et  le 
coefficient  de  \J  —  i  de  la  dérivée  d'une  fonction,  il  suffit  de  prendre 
les  dérivées  pur  rapport  à  x  des  parties  analogues  de  cette  fonc- 
tion. En  prenant  n  fois  de  suite  la  dérivée  par  rapport  à  x,  on 
trouve 

On  peut  donner  à  cette  expression  deux  autres  formes  et  n'y 
employer  que  la  fonction  P  ou  la  fonction  Q.  Il  suffit  d'y  remplacer 
dnQ  d"?  d"?  d"Q 

d*?  i)ar  -dJ^TTy1  °u  1EF  par  dï^h1  co  »"  PSt  Permis 

d'après  les  relations  (4).  On  aura  ainsi 

/  ^/»   p  -r/»  p  

(  ^    VV       ^r"        (U"-lrlyv 

DIFFÉRENCES   FINIES   ET   DIFFÉRENTIELLES   TOTALES    DES    FONCTIONS 

P   ET   Q. 

9.  Les  propriétés  précédentes  permettent  de  développer  les 
accroissements  des  fonctions  P  et  Q  suivant  les  accroissements  de 
leurs  variables 

Si  dans/(z)  on  change  z  en  [z-\-kx-{-ky\/—  i),  on  aura 

i 

En  posant  

Ax  +  Aj/— l  —  ''(cosG  +  v/—  i  sinô), 

nous  aurons,  par  la  formule  de  Moivre, 

(A.tf-i-Ajv/— i)"  =  '•"(cos/eô  +  v/— i  sin/zô). 
D'ailleurs  la  première  formule  (7)  donne 

donc  on  a  

A/(z)  =  AP  +  AQv/-i 
^        rn        ,  , -       r\  (ànV  dnV       , 
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et  en  séparant  les    arties  réelles  et  les  parties  imaginaires 

n 
AP--.  >  - -— cos//0  f      „..,       sm//0  )+«,, 


.«2.3.. 

.// 

\fU" 

N 

V 

/•" 

/d"V 

AQ»>  5 -— snw/0-      „_,       cos//0)  +  K3. 

^J  i  .2.3. . .//  y/.r  «.«*    .'/>  / 


10.  Si  l'on  suppose  A.r  et  Ar  infiniment  petits,  le  terme  général 
de  chaque  développement  devient  la  différentielle  totale  du  ri1'"" 
ordre  de  P  ou  de  Q,  divisée  par  le  produit  1.2. 3...//.  On  aura 
donc,  en  appelant  &>  la  limite  de  l'angle  0  et  en  observant  que 

/•  =  \/d.v2-{-dr7  =  dyxfi  4-  cot2w  =  -^ — > 
v         '    *■         ^  v  sinw 


jn  p  ,/,,  | 


cos  //  o)  H-  —  s  1  n  n  m 


,,,,      r/o*  (U"-K  <ly 

d"  P  = : s <Y)  ", 

s.n%> 
(01  / 

d"V   .  d"ï> 

d"Q  =± r- : flr". 

sin"w 


PROPRIETES  DES   COURBES   P    ET   Q.    —    1>01\TS   MULTIPLES, 

M  Pour  abréger,  nous  appellerons  courbe  P,  courbe  Q,  les 
courbes  représentées  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o.  Nous  suppose- 
rons que  le  système  d'axes  auquel  on  les  rapporte  est  rectangu- 
laire. 

Une  propriété  remarquable  de  ces  courbes  est  d'avoir  chacune 
un  point  multiple  de  l'ordre  n,  foules  les  fois  que  l'équation  pri- 
mitive, f{z)  =  o,  a  n  racines  égales  entre  elles.  Pour  le  démontrer, 
il  faut  faire  voir  :  i°  que  les  fonctions  P  et  Q  s'annulent  avec  leurs 
dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  n  —  1  inclusivement  quand  on  y 
substitue  les  coordonnées  d'un  point-racine  de  l'ordre  //;  i°  que 
chaque  courbe  possède  en  ce  point  n  tangentes  distinctes. 

\%.  Premièrement,  quand  f[z)  a  n  racines  égales  à  .r-f- v-/-— 1 . 
on  doit  avoir,  /  désignant  un  nombre  au  plus  égal  à  //, 

nt     ,       / — \       '/,p  r//p 

./'(-+.>V-i)  =  33  -  £#%  s  -1- o. 

II .     :>.r  étlilion.  j  3 
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cette  équation  entraine  le* deux  suivantes  : 

rf'P  r/'P 

Il  résulte  de  là  et  des  relations  (0)  que  toutes  las  dérivées  de  I1  do 

Tordre  i  sonl  milles,  et  comme  /est  compris  entre  o  et  n —  i,  il  o>l 
donc  démontré,  qu'en  chaque  point-racine  de  l'ordre  n  toute-  les 
dérivées  partielles  dé  P  s'annulent  jusqu'à  l'ordre  n  —  i  inclusive- 
ment: —  Même  démonstration  pour  la  fonction  Q. 

13.  En  second  lieu,  les  courbes  P  et  Q  ont  chacune,  au  point 

{ x,   r),   n   tangentes  distinctes. 

Considérons  d'abord  la  courbe  P. 

dy 

On  obtiendra  le  coefficient  angulaire  -- -— ■tango»  de  la  tangente 

menée  à  la  courbe  par  le  point  (x,  j),  en  égalant  à  o  la  différen- 
tielle totale  du  nil'"'e  ordre.  D'après  la  formule  (g  i.  l'équation  qu'il 
faudra  poser  sera  donc 

d"P  d"? 

^"C0Sn"  +  dx^7ï^n"0) 

r-= =  O. 

sm'w 

Le  dénominateur  de  cette  équation  n'est  jamais  supérieur  à  l'unité, 
et  il  ne  peut  devenir  nul  en  même  temps  que  le  numérateur  qu'au- 
tant qu'on  a 

d"V 

dx"  ~  °' 

Mais  ce  cas  peut  être  écarté,  car  il  suffit,  pour  l'éviter,  de  chan- 
ger la  direction  des  axes   de  coordonnées.  Donc  si  l'on  suppose 

d"  P 

—, —  >o,  on  aura  toutes  les  solutions  de  cette  équation  en  posant 

dx"  <•    ' 


(io) 

et  si  l'on  fait 


on  aura 

d'où 

(u) 


d"V 

tang/zco 

— 

dx' 
d"  P 

dx"~{  dv 

d"V 

tangt;.  : 

dx" 

d"? 

dx"-1  dy 

/?w  =3 

p 

+  /r, 

w  = 

n 

+  /-- 
n 
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Pour  avoir  toutes  les  tangentes  à  la  courbe  P,  il  suffit  de  donner 
à  n  les  valeurs  o,  i,  2,. . .,  n —  1,  et  l'on  obtient  //  valeurs  de  w, 

formant  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  —  •  Donc 

la  courbe  P  présente  au  point  considéré  //  tangentes  distinctes  et 
tellement  disposées,  que  deux  tangentes  consécutives  comprennent 

un  angle  égal  à  la  nii'"'c  partie  de  deux  angles  droits. 

14.  Il  importe  de  remarquer  qu'un  point-racine  de  Tordre  n  ne 
peut  être  un  point  d'arrêt  ou  un  point  isolé,  pour  aucune  branche  de 
la  courbe  P,  du  moins  dans  le  cas  où  la  fonction  P  est  continue.  En 
effet,  l'équation  qui  donne  tango  ayant  toutes  sis  racines  inégales, 
on  voit  facilement,  en  développant  P  par  la  série  de  Taylor.  que 
cette  fonction  changera  de  signe  quand  on  y  substituera  successive- 
ment les  coordonnées  de  deux  points  suffisamment  rapprochés  du 
point  N  et  situés  de  part  et  d'autre  d'une  mémo  tangente. 

15.  Un  calcul  analogue  à  celui  que  nous  a^ns  fait  pour  la  courbe 
P  assignerait  aussi  à  la  courbe  Q,  en  tout  point-racine  de  l'ordre  /?, 
//  tangentes  distinctes  et  tellement  disposées,   que  deux  tangentes 

consécutives  comprennent  un  angle  égal  à  —  On  peut  déjà  en  con- 
clure qu'entre  deux  tangentes  consécutives  à  la  courbe  P  il  y  a  tou- 
jours une  tangente  à  la  courbe  Q.  Mais  je  dis  de  plus  que  : 

Les  tangentes  à  la  courbe  Q  sont  les  bissectrices  des  angles  for- 
més par  les  tangentes  à  la  courbe  P. 

Pour  le  démontrer,  rappelons-nous  la  formule 

d"V 


d.r" 

(10;  tang/zw  : 


lui  appelant  o  l'angle  qu'une  tangente  à  la  courbe  Q  fait  avec  l'axe 
des  .r,  nous  aurons  de  même 

daQ 


(la)                                tang//-u>  = 

d.c" 
7/;'Tr  ' 
d.r"-'dv 

Or,  d'après  les  relations  (4) 

d"Q              d"V 

d"Q 
a'x'-ldy 

d  P 

d.c"  ~        dv"-:dr 

"  dx*  ' 

donc 

tang//w  tan  g//  u  =  —  1, 

23 


356  i  01  us  d"anaj.yse. 

doù 


//  u  —  n  v  =  ±  —  j 
2 


l  ;  m  -     u  rrdfc 

2  " 


u — j  est  l'angle  compris  entre  uno  tangente  à  l.i  courbe  P  et 
une  tangente  à  la  courbe  Q  la  plus  \ oi^inc  et  réquation  (  i3)  montre 

que  cel  angle,  abstraction  faite  du  signe,  est  la  moitié  de  l'angle 

-  compris  entre  deux  tangentes  consécutives  à  la  courbe  P. 
1C.  Les  résultats  précédents  comprennent  le  cas  particulier  d'un 

I     7T 

point-racine  simple.  En  un  point  de  cette  espèce,  l'angle  - —  formé 
par  la  tangente  à  la  courbe  P  et  la  tangente  à  la  courbe  Q  se  réduit 

77 

à  -•  On  peut  d'ailleurs  l'établir  directement.  Ainsi  : 

En  un  point 'ravine  du  premier  ordre  les  courbes  P  et  Q  se  cou- 
pent  à  angle  droit. 

Cette  propriété  appartiendrait  encore  aux  courbes  représentées 
par  les  équations 

P  =  A,     Q  =  B, 

A  et  B  étant  deux  constantes  quelconques. 

PROPRIÉTÉS  DES   COURBES   DONNÉES    PAR    LES   ÉQUATIONS 
P-Q-O,       P+Q  =  0. 

17.  La  courbe  qui  a  pour  équation  P  —  Q  =  o  est  le  lieu  de  tous 
les  points  dont  les  coordonnées,  substituées  dans  les  fonctions  P  et  Q, 
donnent  des  résultats  égaux  et  de  même  signe.  En  chaque  point  de 

p 

cette  courbe  le  rapport  ^  est  égal  à  i. 

La  courbe  qui  a  pour  équation  P-hQ  =  o  est  le  lieu  de  tous  les 

points  dont  les  coordonnées,  substituées  dans  les  fonctions  P  et  Q, 

p 
donnent  des  résultats  égaux  et  de  signes  contraires.  Le  rapport  ^  y 

est  constamment  égal  à  —  i. 

Les  courbes  P  — Q,  P-hQ  jouissent  des  mêmes  propriétés  que 
les  courbes  P  et  Q,  et  il  suffit  pour  le  démontrer  d'observer  que  les 
fonctions 

p=V-Q,     v-P+O, 
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sont  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  y/—  i  de  la  fonction 

=  P-Q4-(P-K>)y-.. 

D'ailleurs  p  et  q  s'annulent  évidemment  avec  leurs  dérivées  jusqu'à 
l'ordre  n  exclusivement,  quand  on  y  substitue  les  coordonnées  d'un 
point-racine  de  Tordre  //:  d'où  il  suit  que  : 

En  un  point-racine  de  V ordre  n  ; 

i°  La  courbe  P —  Q  a  n  tangentes  distinctes  dont  chacune  fait 

arec  celle  qui  la  suit  un  angle  égal  a  -  ; 

2°  La  courbe  P  -+-  Q  a  aussi  n  tangentes  distinctes  qui  sont  les 
bissectrices  des  angles  formés  par  les  tangentes  à  la  courbe  P  —  Q. 

18.  Pour  construire  les  tangentes  à  nos  deux  nouvelles  courbes 
il  suffit  dé  connaître  l'angle  qu'une  tangente  à  l'une  d'elles  fait  avec 
une  tangente  à  la  courbe  P. 

Soit  tangua  le  coefficient  angulaire  d'une  tangente  à  la  courbe 
P-— Q  :  on  a  trouvé  plus  haut 

d"V 


(io)                              tang//w  = -prp-J 

dx"-ldr 

à  cause  de  la  symétrie  du  calcul,  on  aura  aussi 

d"p 

de" 
(»4)                               tang//£=                     • 

d.v"- l  dr 

Mais 

d"p  _d"P       d"Q       d"V   ,       d"? 
d.v'1  "  d.v"        d.i"  "  d.v"  "*~dx"-lelj  ' 

d"p              d"V              d"Q              d"V 

d"V 

d.v"xdr  ~~  d.c"-{  dr       d.v"'  dv       d.r"-  '  dr 

'  th7'' 

donc 


d'V 

d' 

P 

da?    ' 

d.v" 

V(> 

d"  P 

d"  P 

dx"        d.v"-ldy       —  (tang«w-f-l)  /  ~\ 

tangos  = — - r-^r  =  — i ! =  tang   /im  —  -  ]; 

o  (i»  p         (p> p       _ i  _  tang nu  ° \  4  /  ' 


daf-  '  <7r        r/.r" 
d'où 

(i5)  g  =  «  —  -_. 

4  n 
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De  !;i  résulte  que  si  Ton  construit,  connue  au  n"  1  i,  les  tangentes 
aux  courbes  P  et  Q,  et  que  si  Von  désigne  respectivement  les  angles 
consécutifs  formés  par  ces  tangentes  par  les  nombres 

o,     i,     2,     3,..., 

les  bissectrices  des  angles  de  rang  jjair  seront  les  tangentes  à  la 
courbe  P  +  Q.  Les  bissectrices  des  angles  de  rang  impair  seront  1rs 
tangentes  à  la  courbe  P —  Q. 


DEMONSTRATION   D  UN   THEOREME    DE    M.    CAUCIIÏ. 

19.  Traçons  autour  d'un  point-racine  N,  de  l'ordre  n.,  un  cercle 
assez  petit  pour  que  dans  son  intérieur  les  courbes  P,  0,  P  —  Q- 
P  +  Q  se  confondent  sensiblement  avec  leurs  tangentes,  et,  par 
suite,  ne  puissent  s'y  couper  mutuellement  ailleurs  qu'au  point  X. 
Un  point  mobile  M  qui  parcourra  la  circonférence  dans  le  sens  direct 
de  rotation,  c'est-à-dire  en  allant  des  x  positifs  aux  y  positifs,  devra 
rencontrer  in  fois  chacune  des  quatre  courbes  et  toujours  dans 
l'ordre  suivant*: 

...P-Q,     P,     P  +  Q,     Q,     P-Q,     P,.... 

Concevons  qu'à  chaque  position  du  point  mobile  on  substitue  ses 

P  P 

coordonnées  dans  le  rapport  -•  De  la  courbe  P  — Q,  où  ~r  est  posi- 

p 

tif  (  17  ),  le  point  M  passe  sur  la  courbe  P  où  ^  s'annule,  et  de  là  immé- 

p 

diatement  sur  la  courbe  P  +  Q,  ou  -pr  est  négatif.  Donc  chaque  fois 

p 

que  le  point  M  traverse  le  courbe  P,  le  rapport  jr  passe  du  positif 

au   négatif.  Ce  rapport  passe  au  contraire  du  négatif  au  positif 
chaque  fois  que  le  point  M  traverse  la  courbe  Q. 

Donc  lorsque  le  point  mobile  sera  revenu  à  sa  position  initiale 
après  avoir  rencontré  in  fois  la  courbe  P  et  in  fois  la  courbe  Q,  le 

P 

rapport  jr  aura  passé  in  fois  du  positif  au  négatif  en  s'évanouissant, 

et  in  fois  du  négatif  au  positif  en  devenant  infini. 

Si  au  lieu  d'un  cercle  ou  d'un  contour  convexe  on  trace  une  courbe 
fermée  très-petite,  qui  présente  des  sinuosités,  le  point  mobile 
pourra  traverser  plusieurs  fois  chaque  portion  de  la  courbe  P,  mais 
il  devra  la  traverser  une  fois  de  plus  dans  le  sens  direct  que  dans 
le  sens  rétrograde,  puisqu'il  doit  revenir  à  sa  position  initiale.  Donc, 


NOTE    IV.  3^9 

P 

pour  chaque  portion  de  la  courbe  P,  le  rapport  jr  passera  une  fois 

de  plus  du  positif  au  négatif  que  du  négatif  au  positif,  et  quand  le 
point  mobile  sera  revenu  au  point  de  départ,  ce  rapport  aura  passé 
en  s'évanouissant  in  fois  de  plus  du  positif  au  négatif  que  du  né- 
gatif au  positif.  Au  contraire,  ce  rapport  aura  passé  en  devenant 
infini  in  fois  de  plus  du  négatif  au  positif  que  du  positif  au  négatif. 

Ainsi  se  trouve  démontré,  pour  un  cas  particulier,  un  théorème 
remarquable  dû  à  M.  Cauchy,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Le  nombre  des  points-racines  situés  dans  V intérieur  et  un  contour 

fermé,  en  supposant  qu'il  ne  s'en  trouve  aucun  sur  ce  contour  même, 

est  égal  à  la  dcnd-di(Jerencc  entre  le  nombre  des  variations   (  *  ) 

P 
descendantes  et  celui  des  variations  ascendantes  du  rapport  ry  ■>  pour 

toute  Tetendue  du  contour  supposé  parcouru  dans  le  sens  direct  de 
rotation. 

20.  Du  cas  particulier  que  nous  venons  d'examiner,  on  s'élève 
au  cas  général  par  les  considérations  suivantes,  empruntées  à  un 
Mémoire  de  MM.  Sturm  et  Liouville  [Journal  de  Mathématiques, 
t.  I,  p.  278)  : 

«  Soit  A  l'excès  du  nombre  des  variations  descendantes  sur  le 

p 

nombre  des  variations  ascendantes  du  rapport  --  pour  un  contour  qui 

renferme   p.  racines.  11  faut  démontrer  que  l'on  a  p  =  -A.   Or, 

»  i°  Le  théorème  est  évident  pour  un  contour  quelconque  ABC, 
lorsque  dans  l'intérieur  de  ce  contour  et  sur  le  contour  môme  on  n'a 
jamais  P  =  o  ;  alors  en  effet  les  deux  nombres  p  et  A  sont  tous  les 

deux  nuls,  et  par  suite  l'équation  y.—  -l  est  satisfaite. 

»  Elle  est  satisfaite  encore  lorsque  dans  l'intérieur  du  contour  ABC, 
et  sur  ce  contour  même,  on  n'a  jamais  Q  =  o  ;  le  nombre  ^  est  alors 
encore  égal  à  zéro,  et  je  vais  prouver  que  l'on  a  aussi  A  =  o.  En 

p 

effet  la  fraction  —  1  quand  on  aura  fait  un  tour  entier  pour  revenir 

au  point  de  départ  A,  devra  se  retrouver  en  ce  point  affectée  du 
même  signe  que  d'abord  elle  possédait,  quand  le  mouvement  a  com- 
mencé :  donc  cette  fraction  doit  changer  de  signe  un  nombre  pair 


(*)  J'appelle  variation  ascendants  le  changement  de  signe  d'une  quan- 
tité qui  passe  du  nâgati) 'an  positif  en  s'évanouissant.  Une  variation  des 
cendante  est  le  contrai vo. 
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de  fois,  toujours  en  s'évanouissant,  puisque  son  numérateur  seul 
peut  devenir  nul,  et  en  passant  alternativement  du  positif  au  né- 
gatif et  du  négatif  au  positif  :  donc  enfin  l'excès  A  du  nombre  de  fois 

où  elle  va  du  -f-  au  —  sur  le  nombre  de  fois  où  elle  va  du  —  au  + 
en  s'évanouissant,  est  égal  à  zéro;  ce  qu'il  fallait  prouver. 

»  2"  Quand  le  théorème  de  M.  Cauchy  a  lieu  pour  deux  contours 
ABC  A,  ACDA  qui  ont  une  partie  commune  AG,  il  a  lieu  également 
pour  le  contour    total   ABCDA  formé  par   leur  réunion.  En  effet, 

p 

l'excès  A  du  nombre  de  fois  où  —  s'évanouissant  passe  du  -h  au  — 

sur  le  nombre  de  fois  où  cette  fraction  en  s'évanouissant  passe  du  — 
au  -+-  est  le  mémo,  soit  qu'on  parcoure  le  contour  total  ABCDA, 
soit  qu'on  parcoure  successivement  les  deux  contours  ABCA.  ACDA, 
puisque  chaque  passage  du  +  au  —  ou  du  —  au-f-,  qui  a  lieu  quand 
on  va  sur  le  côté  AC  de  C  en  A,  répond  un  passage  inverse  du  — 
au  +  ou  du -+-  au  —,  quand  on  va  sur  le  même  côté  de  A  en  C.  Or 
en  supposant  que  le  nombre  des  racines  soit  égal  à  y'  dans  le  con- 
tour ABCA,  et  à  y"  dans  le  contour  ACDA,  ona  A=  a  y.'  pour  le 
premier  de  ces  contours,  et  A  =  av."  pour  le  second,  puisque  le 
théorème  de  M.  Cauchy  est  supposé  applicable  à  l'un  et  à  l'autre  : 
d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  il  résulte  de  là  que,  pour  le  contour 
total  ABCDA,  on  a  A  =  a ( y'-\- y" ) ;  donc  le  théorème  de  M.  Cauchy 
est  vrai  pour  le  contour  ABCDA  qui  renferme  y'-\-  y."  racines. 

«  Si  l'on  considère  un  nombre  quelconque  de  contours  juxta- 
posés, pour  chacun  desquels  ce  théorème  ait  lieu,  il  aura  lieu  éga- 
lement pour  le  contour  total  formé  par  la  réunion  de  ces  deux-là  : 
c'est  ce  qu'on  verra  en  réunissant  ces  contours  successivement  deux 
à  deux,  comme  on  peut  le  faire  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré. 

»  3°  Étant  donné  un  contour  quelconque  ABC,  on  peut  toujours 
le  concevoir  divisé  :  I.  En  contours  convexes  tracés  autour  de  cha- 
que racine  contenue  dans  l'intérieur  de  ABC,  assujettis  aux  con- 
ditions énoncées  n°  19;  II.  En  contours  semblables  à  ceux  dont  on 
a  parlé  (i°).  c'est-à-dire  pour  lesquels  on  n'a  jamais  à  la  foisP  =  o, 
Q  =  o.  Le  théorème  de  M.  Cauchy  ayant  lieu  pour  les  diverses  par- 
ties dans  lesquelles  on  divise  le  contour  ABC  aura  lieu  pour  ce  con- 
tour même  ABC,  dont  la  forme  est  arbitraire. 

»  Ce  théorème  est  donc  entièrement  démontré. 

»  Toutefois,  nous  excluons  formellement  le  cas  particulier  où, 
pour  quelque  point  de  la  courbe  ABC,  on  aurait  à  la  fois  P=  o. 
Q  =  o;  ce  cas  particulier  ne  jouit  d'aucune  propriété  régulière,  et 
ne  peut  donner  lieu  à  aucun  théorème  :  car  dès  qu'on  l'admet  l'ex- 
cès A  peut  varier  avec  la  forme  du  contour  sans  que  le  nombre  y  varie  ; 
de  sorte  qu'il  n'existe  alors  entre  y.  et  A  aucune  relation  constante.  » 


NOTK     IV. 


36 1 


ASYMPTOTES  DES  COURBES  P,  Q,  P-  Q,  1*  4-  0,  DANS  LE  CAS  OC  P 
ET  Q  SONT  DKS  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES  ET  ENTIÈRES .  —  THÉORÈME 
SUR   LE   NOMBRE    DKS   RACINES   D'UNE   ÉQUATION   ALGÉBRIQUE. 

21.  Soit  une  équation  algébrique  et  entière  <lc  degré  m, 

/(*)  =  (K  +  K  V/=^)  ^'"+  (  A,  4-  B,  /=ï)  3'"-1  -r . . . 
4-(A,„+B„y=~T)=o: 
si  nous  posons 

s      ,r  -f-  )•  \/—  i  =  /•  (  eos  w  4-  \  —  i  sin  w  ) , 

A«  4-  B„  /^T  =   pJooBWt,  4-  \f~î  sin  «J , 
nous  aurons 

/(r4iyv/37)  =  P+Q/ZT 

=  p  /•"'  [cos  (  a  4-  w  w  )  4-  y  —  i  sin  (  a  4-  "'  w  )] 

4-  p,  /•'"  '  {  cos  [a,  4-  (m  —  1  )  *>]  -4-  \J^i  sin  [a,  4-  {m  —  i)  w]  j 

+. 

d'où 

P  =  p  /•'"  cos  (  y.  4-  ///  w  )  4-  p|  /•'" _  '  cos  [a,  -h  (  ///  —  i  )  *»] 

4-  p3  r""'  cos  [  Ka  4-  (/;/  —  -x  )  wj  4-  «  •  •  i 
Q  =  .o  /■'"  sin  (  y.  4-  »*w)  4-  p,  /•'"  '  sin  [a,  4-  (  "'  -  i)  w] 
4-  p3  /•"'  2  sin  [a,  4-  (  ///  —  x  }»J+ 

Los  polynômes  P  ot  Q  ainsi  définis,  nous  allons  chercher  les 
asymptotes  des  courbes  données  par  les  équations  P  =  o,  Q  —  o. 

22.  Les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  d'une  courbe  al- 
gébrique de  degré  m,  s'obtiennent  en  égalante  o  la  somme  des 
termes  de  son  équation  qui  sont  du  m'""''  degré,  après  y  avoir  fait 
x=  /cosw,  y=  rsinw. 

Or,  les  termes  du  rifiMe degré  dans  les  polynômes  P  et  Q  proviennent 
évidemment  de  ta  substitution  do  .r-t-y\/—  i  à  la  place4  de  s  dans 
le  terme  (A04-B<,^/~ i)àn  de  l'équation  /( z)  =  o.  Donc,  si  réser- 
vant w  pour  désigner  l'angle  qu'une  asymptote  à  la  courbe  P  fait 
avec  l'axe  des  .r.  on  appelle  u  l'angle  analogue  relatif  à  la  courbe  Q. 
on  obtiendra  w  et  u  en  posant 

or'"  cos  (  se  -h  ///  £•>  )  =  o,      p  /'"  sin  (a  4-  'W  *J  !  ==  o. 

d'où  l'on  tire 

1a        ,77        i   - 
u  = h  / i , 
m           m       'x  m 

1  a  .     77  I      77 

f  -j  = \-  s  —  —  o> —  • 

ni  m  'à  m 
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23.  Quand  l'équation  d'une  courbe  du  degré  m  e^t  telle,  qu'on 
puisse  faire  disparaître  les  fermes  du  [m  —  i)ftm*  degré  en  posant 

x  —  x'-\~ x{ ,  j  —  j'-hr, ,  on  sait  que  (ouïes  h.-  asymptotes  de 
cette  courbe  passent  par  le  point  (xn  yx). 

Les  courbes  P  et  Q  sont  dans  ce  cas. 

En  effet  si  dans  l'équation  /(  z )  =  o  on  fait  z  ~~  z'-\-xs  -\~ji  \J  —  i . 
il  suffira,  pour  faire  disparaître  le  terme  en  z""  ',  de  poser 


, i     A.-hB,  \f—  i 


/w 


ou  bien,  séparément, 


A0  +  BûV/-i 


2.  A,A,4-B0B,  _  _i_  A0B,-A,B0 

Ai      A*+B;     '     •  '"        m      A^  +  B; 

La  transformée  en  z'  n'ayant  pas  de  termes  du  [m  —  i  )Cane  degré, 
les  polynômes  P,,  Q,,  analogues  à  P  et  à  Q,  que  l'on  déduit  de  cette 

transformée  en  posant  z'  =  x'  -f- y  '  \J—  i ,  n'auront  pas  non  plus  de 
termes  de  ce  degré. 

Mais  il  est  évident  que  P,  et  Q,  sont  ce  que  deviennent  P  et  Q 
quand  on  y  fait  x—  x'-{-xn  j  =  j'-f-r,.  Ainsi,  les  polynômes  P 
et  Q  perdent  leurs  termes  du  degré  m  —  i  par  ce  changement  de 
variables,  et,  par  suite,  toutes  les  asymptotes  des  courbes  P  et  Q 
passent  par  le  point  (#,,/,). 

24.  Des  formules  (16)  il  résulte  :  i°  que  les  deux  courbe  P  et  Q 
ont  chacune  m  asymptotes   distinctes;  i°  que  deux  asymptotes 

consécutives  de  l'une  d'elles  comprennent  un  angle  égal  à  - — ? 

dont  la  bissectrice  est  une  asymptote  de  l'autre  courbe  (*). 

La  construction  des  asymptotes  est  donc  la  même  que  celle  des 
tangentes  en  un  point-racine  de  l'ordre  n. 

Les  équations  qui  donnent  tango  et  tang-j  n'ayant  que  des  ra- 
cines inégales,  les  asymptotes  ainsi  obtenues  sont  bien  réelles  et 
s'approchent  indéfiniment  des  courbes  P  etQ,  tant  du  côté  de  Fin- 
fini  positif  que  du  côté  de  l'infini  négatif. 

25.  Les  courbes  P  — Q,  P  +  Q  ont  aussi  chacune  m  asymptotes 
qui  passent  par  le  point  (xl9  j,).  Leur  position  par  rapport  aux 
asymptotes  des  courbes  P  et  Q  est  la  même  que  celles  des  tan- 
gentes au  n°  18.  Il  résulte  de  là  que  si  le  point  (.r,.  j-,)  on  décrit 

(")  Ces  propriétés  des  asymptotes  ont  été  remarquées  par  Gauss  et 
publiées  par  lui,  en  1799,  dans  une  thèse  intitulée:  Dcmonstratio  not'a 
thcoremaîis  omnem  fonclionem  algcbraicam  ralionalem  intégrant  unius  varia- 
bilis  inJ'ctCtores  reaies  primi  vel  secundi  gradus  resolvi  possc.  Helmstadii. 
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un  cercle  assez  grand  pour  que,  près  de  sa  circonférence,  les 
courbes  se  confondent  sensiblement  avec  leurs  asymptotes,  un 
point  mobile,  parcourant  ce  cercle  dans  le  sens  direct  de  rotation, 
rencontrera  i  m  fois  chacune  des  quatre  courbes  et  toujours  dans 
Tordre  suivant  : 

...,P-Q,    P,    P  +  Q,    Q,    p-q,.... 

Par  conséquent,  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  d<s- 

p 

cendantes  et  celui  des  variations  ascendantes  du  rapport  —  sera 

égale  pour  ce  contour  à  a*.  Le  nombre  des  points-racines  qu'il 
renferme  est  donc  égal  à  /;/,  et  comme  au  delà  les  courbes  ne 
peuvent  pas  se  couper,  on  en  conclut  que  toute  équation  algé- 
brique et  entière,  de  degré  m,  à  coefficients  quelconques,  admet 
m  racines  de  la  forme  a  -f-  (3  \J —  i . 

PROPRIÉTÉS   DES   SURFACES   DONNÉES   PAB   LES   ÉQUATIONS 

26.  Si  dans  l'intégrale  définie  (475) 

où  u  tient  la  place  de  x+f^—i  =  r(cosO  +  v/— isinO),  on  sup- 
pose / ( //  )  de  la  forme  *  (  u )  -h  T (  u )  /-^ï" ,  $  ( u ')  et  M" (  u )  étant  des 
fondions  réelles  de  u,  on  aura  séparément  : 

P</Ô:=  2  7r4>(o),        \         QdQ  =  a7rT(o), 

t/O 

P  et  Q  ayant  toujours  la  même  signification,  mais  devant  être  con- 
sidérées comme  des  fonctions  réelles  de  neinO  et  de  /-eosG. 
Voici  une  conséquence  remarquable  de  ces  formules  : 
Soit  V  le  volume  d'un  corps  compris  entre  la  surface  z  —  P,  le 
plan  .r) -,  el  un  cylindre  droit  ayant  pour  axe  l'axe  des  z  et  r  peur 
rayon.  On  aura  : 


Y 

et  enfin 


J -   i  jrPdrdO^   f    n/l)  f*    Tpr/9  =  27r(Wo)  /"  n//% 


Y=~/-2<I»(o). 

Ainsi  le  volume  considéré  est  égal  à  celui  d'un  cylindre  ordinaire, 
de  même  base  et  ayant  pour  hauteur  4>(o). 
En  appelant  U  un  volume  analogue,  dans  lequel  la  surface  r  —  Q 
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remplacerait  la  surface  a=  1\  on  aurait  de  même 

U  =  *rr*T(o). 

Dans  le  cas  «le  la  fonction  jf(«)  est  réelle,  ce  volume  est  con- 
stamment nul. 

REMARQUES. 

27.  Les  courbes  données  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o.  ne 
sont  pas  les  seules  qui  puissent  servir  à  représenter  par  leurs 
intersections  les  racines  de  l'équation  f(z)  =  o.  En  effet,  on  ne 
change  pas  les  racines  de  cette  équation  en  multipliant  son  premier 
membre  par  une  constante  réelle  ou  imaginaire.  Or.  le  premier 
membre  de  l'équation 

{ft  +  b\f—î)f(z)  =  o 

se  changera  pour  z  =  x-\-y  \/  —  i  en 

et  les  courbes  données  par  les  équations 

P(  =  aV  -  bQ  =  o,     Q,  =  &P  +  aQ  =  o 

se  couperont  aux  points-racines  de  la  proposée. 

Les  courbes  P,  et  Q,  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les 
courbes  P  et  Q,  et  si  on  ajoute  à  cette  remarque,  qu'en  chaque 

point  de  la  courbe  P,  le  rapport  jr-  est  égal  à  -j  on  aura  deux 

théorèmes,  qui  pourront  s'énoncer  d'une  manière  abrégée  comme 

il  suit  : 

p 
La  rapport   ~-  a  la  même  valeur  h  tous  les  sommets  d'un  poly- 
gone régulier  infiniment  petit  de  a  n  côtés,  dont  le  centre   est  un 
point-racine  de  l'ordre  n. 

p 

Le  rapport  ^-  a  la  même  valeur  a  tous  les  sommets  d'un  poly- 
gone régulier  infiniment  grand  de  im  côtés  dont  le  centre  est  le 
point  de  concours  des  asymptotes.  —  Le  dernier  théorème  n'a  lieu 
que  dans  le  cas  où  P  et  Q  sont  des  fonctions  algébriques  et  entières 
de  degré  m. 

28.  Tous  les  théorèmes  démontrés  dans  cette  Note  ne  s'appliquent 
qu'aux  fonctions  que  M.  Liouville  appelle  bien  déterminées,  c'est-à 
dire  à  celles  qui  ne  prennent  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  va- 
leur de  la  variable  z==  x-\-y\J— i,  et  qui  varient  d'une  manière 
continue  quand  le  point  (jr,  y)  se  déplace  suivant  une  courbe  quel- 
conque. 
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NOTE  V. 

EXERCICES    SIR    LA    RECTIFICATION    DES    COURBES    PLANES, 
par  M.  E.  Pkolïiet. 


Formule  pour  la   rectification   des  arc».  —  Approximation  des  arcs.  — 
Transformation  des  arcs  de  courbe.  —  Courbes  rectiliablcs. 


FORMULE    POUR    LA    RECTIFICATION   DES   ARCS    DE   COURRE    PLANE. 

i.  Soient  AB  une  courbe  plane,  0  un  point  pris  dans  son  plan, 
OP  une  perpendiculaire  à  la  tangente  menée  à  la  courbe  AB  par  un 
(le  ses  points  M  :  La  normale  à  la  courbe,  lien  des  points  P,  s\>b- 
tient  en  joignant  le  point  P  au  mi  lieu  de  la  droite  OM . 

2.  Si  Von  désigne  par  p  la  perpendiculaire  OP  et  pra'  m  F  angle 
(pie  cette  droite  j ait  arec  un  a. ce  fi.ee,  on  aura 

PM  =  ±  'p 

aw 

Cela  résulte  «le  ce  que  PM  est  égale  à  la  sous-normale  de  la  po- 
daire  (c'est  ainsi  qu'on  nomme  le  lieu  des  points  P),  quand  on  con- 
sidère p  et  u  comme  des  coordonnées  polaires. 

3.  Si  du  point  0  on  abaisse  une  perpendiculaire  O4}  sur  la  nor- 
male CM  à  la  courbe  AB,  C  étant  le  centre  de,  courbure,  on  aura 

dor 

car  le   point    Q  appartient  à   la  podàire  de  la  développée  de  la 
courbe  AB. 

i.  Si  Fort  désigne  l'arc  AB  par  s.  et  para  et  p  les  angles  que  les 
normales  aux  points  A  et  B  font  avec  un  ace  fixe,  on  aura 


rJ>+(£),-(£) 


a  »»y  y. 
En  effet,  p  étant  le  rayon  de  courbure,  on  a 

'v=jrprfu=X'3(op±cQ)'/w-X'5(^^)'''''- 

5.  Quand  le  point  0  est  le  point  de  concours  des  normales  extrêmes 
et  plus  généralement  quand  les   extrémités  de  Pare  AB  sont  égale- 
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ment  distantes  des  /joints  correspondante  de  la  podaires  on  a 

r  * 

i  II  s        /      pato. 

J  y. 

Conséquence  de  (2)  et  de  (4). 

(').  La  formule  (I)  ne  change  pas  quand  on  cliange  p  (// 

p  +  a  cos  co  -j-  b  si  n  w . 
Analytiquement  cela  résulte  de  ee  que 

z  =  a  cos  oi-\-b  sin  w 
est  l'intégrale  générale  de  l'équation 

d2z 

géométriquement  cette  transformation  revient  à  déplacer  le  point  0 
d'où  l'on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  à  la  courbe. 

APPROXIMATION  DES  ARCS  DE  COURBE. 

7.  Soient  AB  un  arc  convexe,  0  un  point  pris  dans  la  concavité 
de  cette  courbe,  v>  V angle  des  normales  extrêmes ,  en  désignant 
par  p0  j  p( .  p2 . . . . ,  p2a  les  rayons  de  courbure  qui  font  avec  la  nor- 

maie  au  point  k  les  angles  o,  — j  -, •  •  -  ?  on  aura 

inin-in 


AB 


1  2 

.v/  d'ailleurs  -—}  est  négatif  pour  les  valeurs  de  w  comprises  entre 
o  ^  CT. 

Ces  deux  inégalités  résultent  de  ce  que  1  or/w  peut  être  consi- 
dérée comme  l'aire  d'une  courbe  convexe  dont  p  et  w  seraient  les 
coordonnées  rectangulaires. 

8.  iSY  O  £.*/  le  point  de  concours  des  normales  extrêmes,  et  p0 , 
p{ ,  />., . .  . . ,  /a,7J  fc.v  perpendiculaires  abaissées  sur  les  cotés  d'un  po- 
lygone équiangle  circonscrit  h  la  courbe  AB,  on  cuira 


AB  =  limer  i  A +/'a+/?j +•••+»/>*.  pour  n  =  x 


AB  =  lime  ^■+^  +  -'-+^»-'  pour  *=  <*-. 
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9.  Soit  CD  une  droite  partagés  QU  point  E  en  deux  segments, 
CE  = -  a,  CD  =  b.  Si  Von  partage  en  '±n  parties  égales  la  demi- 
circonférence  décrite  sur  CD  comme  diamètre  et  que  Cou  désigne 
par  pti.  pk, . . .,  p.,n .  les  droites  menées  du  point  E  aux  divers  points 
de  division,  le  périmètre  de  l'ellipse  avant  %a  et  'ib  pour  axes  sera 
compris  entre  deux  circonférences  avant  pour  rayons  la  première 


et  la  seconde 


±Po+ />■>+/>;  "+-•••+  1 P.itt 


/,|+//(_j_...+A;/_i 


Le  ffiéàrèftie  aurail  encore  lieu  si  le  point  E'  était  gris  sur  le 
prolongement  de  CD  et  que  l'on  eût  encore  EC  =  «,  ED  =  b. 

10.  La  moyenne  des  dislances  d'un  point  prié  dans  le  plan  d un 
cercle,  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  d'une  infinité  de  côtés 
inscrits  dans  le  cercle,  est  égale  au  périmètre,  d'une  ellipse  ayant 
pour  dcnii-axcs  la  plus  grande  e!  la  plus  courte  distance  du  point 
à  la  circonférence 9  divisé  par  'xr..  —  Cas  où  le  point  est  pris  sur  la 
circonférence. 

Conséquence  de  (9) 

flft  Le  périmètre  d'une  ellipse  ayant  pour  axes  2, a  ct'ib,  rt>  b, 

étant  désigné  par  Y*,  on  a 

E>*277/;,  E<217rt 


E>27T ,  E<2~-î , 

2  2 


a-^b^yà'+.'ih'1    m^        sla^lf+yia^viaUr+ib' 
li>2'' : 1  li  <.  2~  • _ 

4  2 

Conséquence  de  (9). 

TRANSFORMATION  DES  ARCS  DE  COURBE. 

12.  Si  AB  et  A'B'  sont  deux  droites  parallèles,  et  a,  b,  des  points 
pris  sur  les  droites  AA',  BB',  de  telle  sorte  que 

A<y       BA       ;// 


on  aura 


,       nAB±mA'B' 

au 


m-r-n 


368  colrs  d'analyse. 

On  prendra  le  signe  +  si  les  droites  AB,  A'B'  sont  dirigées  clans 
le  même  sens,  et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

13.  Si  plusieurs  polygones  ABCD. . . .  A'B'  CI)'. . . .  A'B  "C"D". . . , 

ont  leurs  cétést  respective  me  nt  parallèles,  si  a  est  le  centre  de  gravité 
des  sommets  homologues  A,  A',  A",...;  h  celui  des  sommets  B.  B', 
B", . .;,  et  ainsi  de  suite,  le  polygone  abed.  .  .  aura  ses  côtés  paral- 
lèles à  ceux  des  premiers  polygones,  et  son  périmètre  sera  égal  a 
la  moyenne  arithmétique  des  périmètres  des  polygones  proposés. 

Se  démontrera  d'abord  pour  deux  polygones,  puis  pour  trois,  et 
ainsi  de  suite,  au  moyen  du  théorème  12. 

11.  Soient  C,  C,  C",.-  plusieurs  courbes,  A,  A',  A",...  des  points 
appartenant  respectivement  à  ces  courbes  et  tels,  que  les  tangentes 
en  ces  points  soient  parallèles.  Soit  a  le  centre  de  gravité  des  points 
A,  A',  A",...  considérés  comme  (\v>  points  matériels  de  poids 
égaux.  Si  les  points  A,  A', . . .  se  meuvent  sur  leurs  courbes  respec- 
tives en  remplissant  toujours  les  conditions  précédentes,  rare  de 
courbe  décrit  par  le  point  a  sera  égal  à  la  moyenne  arithmétique 
des  arcs  décrits  par  les  points  A,  A', ....  en  pie  liant  avec  le  même 
signe  les  arcs  décrits  dans  le  même  sens. 

15.  Etant  donné  un  are  AB,  le  transformer  en  un  air,  (C espèce 
différente  et  de  même  longueur. 

Soient  OA  et  OB  les  normales  menées  aux  extrémités  de  l'arc  AB. 
Soit  A'B' ce  que  devient  AB  quand  on  fait  tourner  la  figure  autour 
de  la  bissectrice  OC  de  l'angle  AOB.  En  appliquant  le  théorème  1  i. 
on  aura  une  courbe  ab  égale  à  la  demi-somme  des  arcs  AB  et  A'B', 
et  par  conséquent  égale  à  chacun  de  ces  arcs. 

La  courbe  ab  est  symétrique  par  rapport  à  OC.  En  doublant  les 
dimensions  d'une  de  ses  moitiés  sans  changer  sa  forme,  on  aura 
une  courbe  a'c'  de  même  longueur  que  AB,  mais  dont  les  normales 
extrêmes  feront  un  angle  égal  à  la  moitié  de  l'angle  AOB. 

En  opérant  sur  a'c  comme  sur  AB  et  répétant  indéfiniment  cette 
suite  d'opérations,  on  transformera  l'arc  primitif  en  arcs  de  môme 
longueur  dont  les  normales  extrêmes  feront  un  angle  de  plus  en 
plus  petit  et  qui,  par  conséquent,  différeront  de  moins  en  moins 
d'une  ligne  droite. 

16.  Dans  la  transformation  précédente,  on  a  changé  un  arc  AB 
en  un  autre  arc  de  même  ouverture  ou  d'une  ouverture  moitié 
moindre,  c'est-à-dire  dans  lequel  les  normales  extrêmes  faisaient  le 
même  angle  ou  un  angle  moitié  moindre.  Soit  v>  l'ouverture  d'un 
certain  arc  AB.  posons />=/(&>)  :  on  a 


L 


r/(w)  4-  /"(*>)]  tfw. 
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On  aurait  encore 


t/O 


Soit/;,  =/  (m)  l'équation  de  la  podaire  d'une  certaine  courbe  don 
Tare  serait  représenté  par  la  formule  précédente  :  on  doit  avoir 

La  fonction  j\  est  donc  donnée  par  une  équation  différentielle  li- 
néaire du  second  ordre,  en  général  difficile  à  intégrer. 

COURBES   RECTIFIABLES. 

17.   Trouver-  une  courbe  connaissant  sa  podaire. 

Si  p  =/(  m  )  est  l'équation  de  la  podaire,  r  le  rayon  vecteur  de  la 
courbe  cherchée  et  0  l'angle  de  ce  rayon  vecteur  avec  Taxe  fixe 
auquel  la  podaire  est  rapportée,  il  faudra  éliminer  w  entre  les  deux 

équations 

,  .  x         l    dp  .,  .,        dir 

tang-  0  —  m)  =  -  —-•>     r-  =  p-\--j—* 

i8.  Si  Von  prend  j *(w)  égal  à  la  dérivée  d'une  certaine  jonction 
F(w),  V élimination  précédente  donnera  une  équation 

<?(r,  0)  =  oi      . 

qui  représentera  une  courbe  rectijiable . 

19.  On  obtiendra  encore  une  courbe  rectijiable  si  Von  trouve  une 
fonction  M  de  .r  telle,  que  Von  puisse  trouver  en  termes  finis  les 
intégrales 

Il  suffira  de  poser 

En  prenant  M  de  la  forme  M  =  «a^,  on  aura  une  courbe  algé- 
brique. Si  M  est  une  fraction  algébrique  rationnelle,  la  rectification 
de  la  courbe  dépendra  généralement  des  arcs  de  cercle  et  des  loga- 
rithmes. 


II.     -Ie  édition. 
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NOTE   VI. 

Si  R    LA    RÉDUCTION    DIS    SOMMES    AUX    [NTÉGRALE3, 

par  1M.  E.  Piioiui.ï . 


Formule  fondamentale.  —  Application  de  cette  formule  aux  fonctions  en- 
tières, —  aux  fonctions  fractionnaires,  —  aux  fonctions  transcendantes. 
—  Théorèmes  à  démontrer. 


FORMULE    FOiNDAMEYlALi;. 

1 .  Soient  /(  x)  une  fonction  quelconque  cl  //  un  nombre  entier  posi- 
tif. Proposons-nous  de  trouver  une  fonction  f[n)  telle,  que  l'on  ait 

-b/  Ve  4-  «  —  i  /'  )  • 

Posons 

(•: l(,i)  =  /'(.r)+/'(o:H-//)-r-/'(.r-f-«//)-r-... 

ta)       i      +/*(*+—*). 

11  en  résultera 

(3)  «(«-f-O-^fittsr/fJP+II»^ 

La  fonction  <j>  doit  satisfaire  à  l'équation  (3)  pour  des  valeurs  en- 
tières de//;  mais  il  est  clair  que  cette  condition  sera  remplie  à  plus 
forte  raison,  si  l'on  obtient  une  fonction  o  telle-,  que  l'équation  (3) 
soit  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  que  l'on  mettrait  à  la  place  de  n. 
Alors  l'équation  (3)  est  identique.  On  pourra  donc  prendre  les  déri- 
vées des  deux  membres  par  rapport  à  //,  et  l'on  aura 

(5)  ^{n  +  i)-^{n)  =  hf[x+nh), 

et,  en  comparant  avec  l'équation  (4), 

(G)  f(«-f-î)~  f{n)  =  *4p  (».+  !)  -//-M")- 

Si  maintenant  nous  changeons  successivement  n  en  n-f-i,  //  +  2,...v 
«-+-£,  nous  aurons,  en  ajoutant  les  résultats, 
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ou  bien 

(7)  f[*1^Mi*)-vti*+.*)-W«+*). 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  est  indépendant  de  /;  donc  il 
doit  en  être  de  môme  du  second  :  mais  ce  dernier  est  une  fonction 
de  n-\-k,  et  il  ne  peut  pas  être  indépendant  de  /  sans  l'être  de  //. 
Donc  l'égalité  (7)  sera  satisfaite  si  l'on  pose 

(8)  ï{n)-h-l{n)=c, 

c  désignant  une  constante,  c'est-à-dire  un  nombre  indépendant  do  //. 
En  désignant  y(»)  par  S/(.r)  et  ^{n)  par  S/'(x),  on  aura 

d 


^S/(.r)  =  AS/»-|-c, 


et  en  intégrant, 


(  )  Sf{a:)=::hÇsf'{x)dn  +  cn, 

formule  qui  fait  dépendre  la  sommation  de  la  fonction  f(x)  do  la 
sommation  de  sa  dérivée.  On  n'ajoute  pas  de  nouvelle  constante, 
parce  que  S/(.r)  doit  être  nulle  pour  n  =  0. 


APPLICATION   AUX    FONCTIONS   ENTIERES. 

2.   Supposons  que  f{x)  soit  une  fonction  entière  du  degré  m; 
alors/"1  (x)  est  une  constante  A,  et  l'on  a  tout  d'abord 

S.f(.r)=A*, 

d'où  l'on  tire  successivement,  en  appliquant  la  formule  (I), 

J  V      '  1.2.3  I . 2  I 

X      '  1.2.3.4  1.2.3  1.2  I 

4 

et  enfin 
„  s,   ,  A/tmnm-1  B,h"l-lnm         K/r-'n'"-' 

'       1 .2.3.. ./??(  m-\-i)       1.1. ..m      \.i...[m  —  1) 


m —  1  1  m 


1 .2 


B,,  B2,...,  Bm  sont  des  constantes  dont  la  valeur  se  déterminera 
successivement,  à  chaque  intégration,  en  faisant  n  ~\. 

24. 


S     ,  du 


3^2  cours  d'analyse. 

3.  On  trouvera  très-facilement  par  ce  moyen  les  sommes  dos  puis- 
sances des  n  premiers  nombres.  En  désignant  ces  sommes  par  Sfc, 
S,,  S2,. . .,  on  aura,  en  général, 

(II)  Sm=mfi 

on  a  d'abord 

S0  =  *, 

et  en  intégrant, 

S,  =  —  -r-f*. 

Pour  déterminer?,  on  fera  n  =  i,  ce  qui  réduit  le  premier  membre 
à  i  :  on  aura  donc  i=  —\-c,  d'où  c  =  -  et 

s,  =  ^  +  'i. 

2  2 

On  aura  de  la  même  manière 

_        n5       n2  n*       n2       n 

S,  =  -5- H h c«  =TH h  « j 

0  2  J  2  O 

et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  la  formule  (II)  présente  un  grand  avantage  sur  la  for- 
mule du  n°  743  qui  fait  dépendre  chaque  somme  de  toutes  les  sommes 
d'un  indice  moindre.  En  partant  de  la  valeur  de  S,,  donnée  au  nu- 
méro ci  lé,  on  trouvera  facilement 

Kfi        7i°        5n*        n2 

S.  = 1 1 5 

92  12        12 

n1        n6        7ib       w3        n 

5e  =  —  H 1 "F +  7"' 

7  2  2        0        42 

n2        n''        n  nG       in*       /r 

8  2  12         24         12 

«9  W8  2/17  7«5  2«3  // 

8        9  2  3  i5  9         3o' 

U  IO  2*4  IO  2  20 

S.»  == h  —  -h  -r «'  4-  » 


) 


11  '     2    '     6  '  2       66 

«,2      ntl      n  /*'°       1 1  n*       11  nG       11  z?1       5  ir 

1 j j 1 

12  2  12  8  6  8  12 
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APPLICATION   AUX    FONCTIONS    FRACTIONNAIRES. 

4.  Posons 

/(*)=.,'    ..■    d'où   f(xT=--£* 


x[x-\-i)                  '    v  ,r2  (  .r  4-  i  ) a 
On  a  trouvé  (741) 

«     /•/         v                      l                          I                                                             I  I 

s/(-r)  =77  +  n+-+„/B  !  .1=' 


1.2        2.3  /*  (  /*  4-  i  )  /?  -h  i 

On  aura  donc 

^S/(.r)  =  ^  +  i)2. 
De  là  résulte 


(«4-1) 


i'=S/'(*)-4-c. 


Pour  déterminer  la  constante,  faisons  «  =  i  :  le  premier  membre  so 

réduit  à  -  et  S/"' (.r)  à  —  -;  donc  c=  i,  et,  par  suite, 
4  4 

i  3  5  2  n  4-  i 


(/*4-i)2  i2.a2      a2.32      "•'      «2(/z  +  i) 

ou  bien 

3  5  2  «  4- 1  i 

I+ tt-? + 277r2+'  •  •"*"  «2  (* + 1)2  ~~ 2  ~"  (/i  •+-  i)a 

APPLICATION  AUX   FONCTIONS  TRANSCENDANTES. 

5.  Soient 

/  =  S/(*)=i  4-^4-  e2  4-^4-...  +  ^-; 
la  formule  (I)  donnera,  en  remarquant  que/'(.r)  =  c*  =jr, 

dy 


=  V+f, 

dn      J 


équation  dont  l'intégrale  est 


y=C't>n  —  C. 


3^4  COURS    DANALYSi:. 

Les  constantes  se  déterminent  en  faisant  n      o,  n  =  i,  ce  qui  donne- 

o  =  c'  —  e , 
i  =  c'e  —  c  ; 

d'où  l'on  tire  c==  c  — i  et,  par  conséquent, 

i  +  ^  +  6'2  +  ...+  c'"-1  =  — — , 

6?  —  I 

formule  connue. 

C.  Comme  dernière  application,  nous  allons  faire  voir  comment 
on  peut,  par  le  moyen  de  la  formule  (I),  ramener  à  une  question 
de  calcul  intégral  ordinaire  la  sommation  d'une  classe  très-étendue 
de  fonctions  transcendantes. 

i°  Soient 

X  =&«*»,    y{  =  $u'ca\ 

u'  étant  la  dérivée  de  u.  La  formule  (I)  donne  immédiatement 

dr 

ôquation  différentielle  du  premier  ordre  qui  ramène  Sue"*  à  Su'e"1, 
Si  donc  u  est  une  fonction  algébrique  et  entière  de  x,  alors  y  dé- 
pendra, en  dernière  analyse,  d'une  équation  de  la  forme 

dz 

-—  =  az-\-  r, 
an 

qui  s'intègre  immédiatement. 
2°  Soient 

y  =  S  u  sin  ta",     z  =  S  u  cos  tar, 

y  =  S  u'  si  n  ta:,     z{  =  Su'  cos  bx  : 

on  aura,  en  différentiant  deux  fois  de  suite, 

dy      . 
J-rbz+yi  +  Cj 

Cette  seconde  équation,  linéaire  et  du  second  ordre,  ramène  donc 
S  m  sin  &.r  à  S  m' sin  ta?  et  à  S  «'cos  ta.  On  pourra  donc  trouver 
S  m  sin  ta-,  par  une  suite  de  semblables  réductions,  quand  u  sera  une 
fonction  de  x  algébrique  et  entière. 
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3°  Soient 

y  =  Sac"x  sin&r,     z  =  Sue"*  cosbx, 
^—SaVsiii&r,     zt    :&u'e**'cosbx\ 


on  aura 

dr  . 

g=y14^(,,  +  />r  +  „4-Cl)  +  ,^, 

l'élimination  de  z  entre  ers  deux  équations  donnera  une  équation  du 
second  ordre  et  fera  dépendre  yen.*  y{  et  de  z,.  il  sera  donc  possible 
d'obtenir  les  intégrales  demandées  quand  u  sera  une  fonction  algé- 
brique et  entière. 

Si  maintenant  on  se  rappelle  que  les  puissances  de  sintar  et  d^ 
cosZu;  peuvent  s'exprimer  en  sommes  de  sinus  ou  de  cosinus  des 
multiples  de  eu?,  on  conclura  des  (rois  cas  que  nous  venons  d'exa- 
miner la  possibilité  d'obtenir 

S/(.r,  sin&r,  cos&«r,  enx), 
lorsque  la  fonction  y  sera  algébrique  et  entière. 

THÉORÈMES   A   DEMONTRER. 

7.  Si  m  est  un  nombre  impair?  on  aura 

cp  désignant  une  fonction  entière. 

8.  Si  m  est  un  nombre  pair,  on  aura 

y  désignant  une  Jonction  entière. 

0.  Soient  s  la  somme  des  m  u*  puissances  des  nombres  entiers 
premiers  à  l'entier'  n  et  inférieurs  à  ce  nombre ,  c  la  constante  cju: 
entre  dans  la  formule  (II) ,  V(i)  P expression 

«,  £,...,  I  étant  les  facteurs  premiers  de  n\  on  aura 


'■  j    •s',,.,_if'//-  +  cP(«  ~  i)  x  ». 
On  conclut  de  là  que,  pour  obtenir  .vhiJ  il  suffit  de  multiplier  les 
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termes  du  développement  deSm1  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  //,  respectivement  parP(— i),  P(o),  P(i)....  On 
a  ainsi,  en  observant  que  P(o)  =  o, 


s.,  — 


nV{-  i 

), 

2 

•), 

ïp(- 

«y+gpco, 

ïp<~ 

O  +  jPH 

et  ainsi  de  suite.  [Voir  pour  cette  dernière  question  un  article  de 
M.  Thacker  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  XL,  ou  les  Nouvelles  /bl- 
indes de  Mathématiques ',  t.  X,  p.  324.) 
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CONTENUES 
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DIFFÉRENTÏATION    ET    INTÉGRATION    SOUS   LK    SIGNE.   —    DÉTERMI- 
NATION   DES   INTÉGRALES   DÉFINIES. 

448  à   450.     DlFFÉRENTlATION   d'uNE  INTÉGRALE  DÉFINIE 
PAU   RAPPORT    A    SES   LIMITES. 

h 


1  " 


)dx, 


du  du 

du=z—f(a)da-hf(b)db. 

451.     DlFFÉR  ENTIATION    DUNE     INTÉGRALE    DÉFINIE     PAU 
RAPPORT    A    UN    PARAMÈTRE    VARIABLE. 

«=    I     /(•*»  t)dx. 
Si  les  limites  a  et  b  sont  indépendantes  de  £,  on  aura 

du  ÇhdJ(.r,t) 


(IX 

Ja  <" 


45v2.   Quand  a  el  b  dépendent  de  f,  on  a 

du~—f{a,  t),la  4-/(0,  t)db-\-  fit  f      —  dx. 


J?8  TABLE    ANALYTIQUE 

453.  INTERPRÉTATION    GÉOMÉTRIQUE. 

454.  DlFFÉRENTIATJON  d'iNE  INTÉGRALE  LU  DÉFINIE    TAR 
RAPPORT  A   UN  PARAMÈTRE   VARIABLE.  —  Pour  difj'ércn 1 1er 

une  intégrale  indéfinie  par  rapport,  à  un  paramètre 
variable,  il  suffit  de  dfferentier,  par  rapport  à  ce  pa- 
ramètre^ Injonction  placée  sous  le  signe    I  . 

455  et  456.   Intégration  sous  le  signe. 

dx    /     f[x,  j)//j=    /      dy    /     f(x1y)dx. 

a  Je  Je  Ja 

457.    Détermination   de  l'intégrale     /      smnxdx. 


f 

Jo 


un=   j      smnxdx. 
Jo 


Soit  n  pair  :  nous  aurons 

7T     î     3    5  n  —  i 

2     2     4    6  n 

i    4    6  /* 


Ô7  n  4-  1 

458.  Eu  faisant  r=  sinx,  on  a 


Jl  Y"(IY 

0    V^-J2 


459.   Formule  de  Wallis. 

7T  2      2     4     4     6 

2  ~     1     3    3    5    5 


TRENTE-HUITIEME  LEÇON. 

suite  de  la  détermination  des  intégrales  définies. 

460.  Intégrales  eulériennes  de  seconde  espèce.  — 
On  donne   le  nom   à' intégrale  eulèrienne  de   seconde 
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espèce  à  l'intégrale  définie 

o 
On  doit  supposer  n  positif. 

461.   On   a 

r(/i4- 1)=  nT(n), 

•462.   Pour  n  entier  et  positif 

r (/?)  =  i.?..3  . .'{ii  —  i). 

463.   On  a 


v{"^fA'j)'"-- 


464.    Intégrales  qui  se   d&duisent  dune  intégrale 
connue   par  la  difi  érentiation  sous  le  signe. 

T00  dx       '  _   1.3.5.  ..(272—    i)  T 

JQ      \x-+a)'^~         *  4.6 ', "73a        ^/H' 
465. 


x 

»/o 


f   ,  ,,/ — )  ,  I  -2.3.  .  .  (/*  —  1) 

m. 


i 


r(n) 


c~ flX.r"~'sin  bxdx  =  sinz/Q, 


r00  .   .     il") 

/       e-0* .r"- '  cos  bx  dx  =  — — -  cos /7  0 . 

467.    Intégrales   déduites   d'autres    intégrales   au 
moyen  de  l'intégration  sols  le  signe. 


£ 


j     ,         1  .  «'  -t-  ù* 
—  cos  bx  dx  =  —  I  - 


468. 


x 


03    j»— cx c~ax  Cl 

dx  =  1  —  • 

.r  c 
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409. 


JC x  c~cx  —  c~ax  a  c 
sin  bxdx  =  arc  tan"  -  —  arc  tanu'  T. 
0               x                                                 b                    °  b 


470.   On  a 


Çm  sin  bx 

Jo 


dx  =  - 1 
2 


pourvu  que  b  soit  ^>o.  Si  l'on  avait  b  <^o,  le  second  mem- 


,  .  7T 

bre  serait  

9. 


Ali.    Emploi    de    considérations  géométriques  pour 

LA    DÉTERMINATION   DE  CERTAINES   INTÉGRALES   DÉFINIES. 


/      <rxi dx  =-  Un. 
Jo  2 


472. 


r//   |      ./*(#,  y)dxz=±  I         j     /"(rcosO,  rsin  0)  rdQdr. 

do  do  do 


473. 


/co 
e-xidx  =  \lit. 
-  co 


474.    Si  ./"(x)    est    une  fonction    paire   de  x,    c'est- 
à-dire  une   fonction   telle,  que   l'on    ait   identiquement 

f[x)  =f( — x),  on  aura 

/co  /»co 

f{x)dx  —  i\       f(x)dx. 

Si  J  ( .r)    est    une   fonction   impaire,    c'est-à-dire    si 
f( — x)  =  — f(x)i  on  aura 


/ce 
/(#)  dx  =  o. 
-co 


ATS? 

4/o. 


r  ^a=^,lh-(»-o.-H). 
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476.    Emploi  des  imaginaires. 


Jn  se 
f  C-xt\(!ax~ 

O 


fax  +  r~»r^jr==  c.,,î  ^ff< 

En  posant  <i  =  a  \j  —  i , 

Jr  °°  i       s  — 

e~x<icosiy.xdx  =  —  ef~~a  v  V. 
2 

477.    Intégrale    obtenue    a    l'aide    d'une    location 
différentielle. 

f*         •  ,  «     -a»    r 
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SUITE  DES   INTÉGRALES  DÉFINIES.  —  INTÉGRALES  EULÉRIENNES. 

478.  Méthode  de  M.  Cauchy.  —  Formule  fondamen- 
tale. —  Soient  z  une  variable  imaginaire,  /•  son  module 
et  p  son  argument,  en  sorte  qu'on  ait 

z  —  r\cosp  -h  \J — i  s'mp)  =  /Y'/jV_l. 

Soit  /  (z)  une  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  contiuue, 
ainsi  que  sa  dérivée,  pour  toute  valeur  de  z  dont  le  mo- 
dule /  est  inférieur  à  une  certaine  limite  R.  Supposons, 
en  outre,  qu'en  laissant  le  module  constant  et  en  faisant 
croître  l'angle  p  dune  manière  continue  depuis  une 
valeur  quelconque  a  jusqu'à  la  valeur  a -+-  ajr,  la  fonc- 
tion reprenne,  pour  p  =  a  -f-  27r,  la  valeur  qu'elle  avait 
pour  p  =  y.. 

On  a  la  formule 

(!)  /(°)=—    /  /(•)*. 

/;ou/   /o^  module  r  moindre  que  R. 
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V.  "+■  '2  71 


XV.  "+■  J  7T 
f[z)dp  est  indépendante 


479 
du  module  /'. 


(II)  /W=T-   /       /(«p,CÎ)*- 
481. 

(III)  f(ar)=—     f  7rf(x  +  rc/'/~)  4». 

'  "  «^  a 

482  et  483.  Applications.  —  Les  formules  précé- 
dentes donnent  les  valeurs  d'une  classe  nombreuse  d'in- 
tégrales définies. 

(  i  —  r  cos  p  )  dp 

=  2  7T, 


484. 


485. 


Jo        l  —  v.rcos/?-hrs 

J^2x  slnpdp 

Q        i  —  zrcosp  4-  r2~ 

1   r27r       *-  •    . 

j  — :  . I  ^arcosp-i-*  —\ars\np  (fa 

277      / 

/«2  7T 

i  gi ces/,  C()S  (  ^  sin  ^  )  dp  —177, 

Jo 

cicos^sin  [b  sin  p)  dp  =  o. 

f27T  

(lp  4-  Q\/—i)dp, 

X2  7T  

1  (y  i  —  zrcosp  ■+-  r2)  dp  =  o, 

Jf  57r                   —  rs'mp 
arc  lancr dp  =  o. 
0                       i  — rcos/> 
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486  et  487.  Développement  des  fonctions.  —  Une 
fonction  F(x)  d'une  variable  x,  réelle  ou  imaginaire, 
peut  être  développée  en  série  convergente  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  x,  tant  que  le  module 
de  x  est  moindre  que  celui  pour  lequel  la  Jonction  ou  sa 
dérivée  première  devient,  infinie  ou  discontinue. 

488.  Des  intégrales  eulériennes.  - —  Définition.  — 
Propriétés  de  l'intégrale  de  première  espèce.  —  On 
nomme  intégrale  eulérienne  de  première  espèce  et  l'on 
représente  par  B(/?,  q)  l'intégrale 


i 
xP-l(i  —  x r)jM  dx, 


dans  laquelle  p  et  q  désignent  des  nombres  positifs. 
L'intégrale  précédente  aurait  une  valeur  infinie  si  p 
ou  q  était  négatif. 

On   nomme  intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce 

r(rt)=     /       (rrxn-[(lx=    j      (\-\       dz. 

489.  L'intégrale  de  première  espèce  peut  se  mettre  sous 
Lune  des  deux  formes 


490. 
491. 


/        ~ ~,      2    /      sinV'-'Ocos2?-'  OdO. 

V{p,<j)  =  B(rj,p). 


B(/7,  7+i)  =  _^_  B(/>,   q). 

p  -t-  q 

492.   Relations  entre  les  intégrales   de   première 
et  de  seconde  espèce. 
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493. 

JCa  r(p)rla) 

494.  Intégrales  multiples  qui  s'expriment  a  l'aide 
des   fonctions  t, 

J/ta  na — x  r%a — x — y 

xP~xdx  I  yl~[<îy  !  zr~l  [a—x  —y—z)s~'  dz, 

O  «/O  t/O 


Atr,iWW«f,Wrf»]T.WrW 


/// 


xP~lyV~*zr~i  dx  dy  dz 


r(p  -f-tf-f-  r  +  s) 

_    r(P)r{q)r[r) 


T(JJ  H-  q  H-  /'-M 


pour  toutes  les  valeurs  positives  de  .r,  y,  s  qui  satisfont 

à  l'inégalité 

x  -}-  j  +  z  <<  i . 

495.  De  là  on  déduit  la  valeur  de  l'intégrale 

B=    I    j    I  j.r—xji-xzr-xdxdydz, 

étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  X,  y,  z  pour  les- 
quelles la  somme  I  -  )  -+-  (  —  )  -h  (  -  )  reste  inférieure 
ou  au  plus  égale  h  i. 

r  (IL)  r  (')  r  U 

B  = 


aPv    T{L  +  1 


P        7 

496.  Applications  a  la  recherche  des  volumes  et 
des  centres  de  gravité.  —  Par  exemple,  en  faisant 
a=|3==y==:  2,  p  =  <7  =  /•  =  i ,  V==  volume  du  8e  de  l'el- 
lipsoïde dont  les  axes  sont  2<z,  2&j  20, 

irabc 

v  =  "(T  " 
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497.   Coordonnées  x{ ,   Y\  ?  ~i  an  cenlre  de  gravité  de 
ce  volume  : 


QUARANTIÈME  LEÇON. 

intégration  des  différentielles  totales  et   des  équations 

différentielles. 

498.  Condition  d'intégrabiltté  des  fonctions  de 
deux  variables.  —  Intégrer  une  expression  différen- 
tielle de  la  forme  Mdx  -(-]N'^,  c'est  chercher  une  fonc- 
tion de  j:,  y,  dont  cette  expression  soit  la  différentielle 
totale. 

Si  l'on  désigne  par  Mclx  -h  Nf/y"  îa  différentielle  îolale 
dune  fonction  u,  on  aura 

dM     _  r/JN 
dy  dx 

L'expression    M^  +  jNrfy"    ne  pourra   être  intégrée    si 
celle  relation  n'a  pas  lieu. 

499.  Si  celte  condition  est  remplie,  on  aura,  en  posant 

«  =  /M^jf(K-|)«tr. 

500.  Extension   au  cas   de  plusieurs  variables.   — 

Soit 

M  dx  -+-  N  dy  +  Vdz  =  du  : 

on  aura 

dy  dx  dz  dx  dz  dy 


conditions  nécessaires  pour  que  la  formule  proposée  soil 
jrable. 

II.    2e  riV.lioi:.  25 


intégrable. 


386  TABLE    A\  \  i.\  uni  i. 

501.  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies, 
la  formule  proposée  est  întégrable. 

En  posant  fsz/M^  et  ^  étant  une  fonction  de  y 
cl  de  z  telle,  que 

^:KN~ï)'//+(p~S)rf*' 

on  aura  u  =  v  -J-  <p. 

502.  En  général  — est  le  nombre  des  conditions 

2 

nécessaires  et  suffisantes  pour  l'intégrabilité  d'une  for- 
mule, n  étant  le  nombre  des  variables. 

503.  Equations  différentielles.  —  Définitions.  — 
On  nomme  équation  différentielle  du  nieme  ordre  une 
relation  entre  une  variable,  une  fonction  de  cette  va- 
riable et  les  dérivées  ou  différentielles  de  divers  ordres 
de  cette  fonction  jusqu'au  //'""e  ordre  inclusivement. 

504  et  505.  Intégration  des  équations  du  premier 
ordke.  —  Séparation  des  variables.  —  L'intégration 
s'effectue  immédiatement  quand  il  est  possible  de  mettre 
l 'équation  sous  la  forme 

<?{-r.)dr=z^  {r)<lr; 
on  aura 

/  <p  (a?)  dx  --    h(/)rf/  +  C. 

506  et  507.   Équations  homogènes.  —  L'équation 

Mdx  +•  Ndy  =z  o 

est  homogène,  quand  M  et  N  sont  des  fonctions  homo- 
gènes et  du  même  degré  des  variables  xety.  On  a,  dans 
ce  cas.  m  éwnt  le  degré  de  l'homogénéité, 
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L'intégrale  est 


.  fW*.    =c. 


x  4-    /  - 


cp(z)  -f-  z^i  (z 

508  à  510.   Équations  que  l'on  peut  rendre  homo- 
gènes. —  On  rend  homogène  l'équation 

[a  -f-  mx  -f-  ny)  d.r  -f-  (  b  -f-  /?x  -j-  qy)  dy  =z  o, 

(  11  posant 

x  =  x'  +  a,     j=j;-hê, 

£/z  —  <7y  <7^  —  bm 

mq  —  np  mq  —  np 

Si  mq  —  np  =  o,  on  pose 

mx  -\-  ny  —  z  : 

il  en  résulte 

(bm  -h  pz)dz 


mcLr  = 


bm  —  art  -\-  (p  —  n)z 

équation  où  les  variables  sont  séparées. 

Si,  en  même  temps  que  mq —  np  =  0,  on  a  q  =  o, 
il  faut  ([ne  n  ou  p  =  o,  et  les  variables  se  séparent  immé- 
diatement. 


QUARANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

SUITE    DE    L'INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    DU   PREMIER   ORDRil. 

511   et  512.   Equations  linéaires. 

dx 
y  =  r~Spdx  (   [Qef*d*dT  -h  C  j  ■ 

513  et  514.  Equations  oui  se  ramènent  aux   équa- 
tions linéaires. 

-/  -f-  Py=  Q  ,  '. 

dx 

*5. 
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y  1— » 

Si  l'on  pose =  z,  ou  aura  l'équation  linéaire 

—  -h    i  —  n)Vz  =  Q 

dx         * 

et 

y'-"  =  (i~  n)  c(«-x)SVJ*  (   j  Qe'*-n)Svdxdx-\-C  ). 

515.  On  peut  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation 

quand  on  eu  eonnaît  une  intégrale  particulière.  Posons 
y  —  u  -\-  z,  l'équation  se  ramène  à 

-—  -h  (P  —  2.0x)  2  =r  Qz2. 
r/.z' 

516.  Problème  de  de  Beaujve.  —  Trouver  une  courbe 
telle,  que  la  sous -tangente  soit  à  l ordonnée  connue 
une  lisne  constante  est  à  la  différence  entre  V ordonnée 
et  Vabscisse. 

L'équation  de  la  différentielle  de  courbe  est 

dy  _  y  —  x  ^ 
dx  a 

On  trouve  pour  son  intégrale 

X 

y  =  x  -f-  a  +  Cea . 

517  et  518.  Problème  des  trajectoires.  —  Trouva- 
une  courbe  qui  coupe  sous  un  angle  donné  toutes  les 
courbes  renfermées  dans  l'équation 

(i)  ¥(x,  j,  a)  —  o, 

a  étant  un  paramètre  variable. 

!d¥        dV  dy\     _  dF        d¥  dy 
K~'  \  dy  dx  dx  )         dx         dy    dx 

L'élimination  de  a  entre  les  équations  (i)  et  (2)  donnera 
l'équation  différentielle  du  lieu. 
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519.  Quand  l'angle  donne  est  droit,  les  trajectoires 
sont  dites  orthogonales,  et  l'équation  différentielle  ré- 
sulte de  l'élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

F(W,a)  =  o,      —  df-  —  dx  =  o. 

5*20.  Equation  du  premier  ordre  et  d'un  degré  quel- 
conque. —  Cas  ou  l'équation   ne  contient  pas  expli- 

cly 
CITEMENT  X    ET  J.  Soit,  Cil  posant   —  =  /7, 

F(-r,  J,  P)  =  0. 
S'il  est  possible  de  résoudre  cette  équation  par  rapport  à 

([y 

~î  on  aura  une  ou  plusieurs  équations  du  premier  degré 
que  l'on  tachera  d'intégrer. 
521.   Si  l'équation  se  réduit  à 

r(/')  =  °, 


rfcrSW.. 


on  aura 


x 

522.    Equations   qui   ne  renferment  pas  l'une   des 
variables.  —  Supposons  que  l'équation  soit  de  la  forme 

//y 

Si  Ton  peut  la  résoudre  par  rapport  à  — -  et  en  tirer 


dv 


d?       fi    \ 

d.v 


on   aura  j  =    j  f(x)  dx,  et  le  problème  sera  ramené  à 

une  quadrature* 

523.  Si  l'équation  peut  être  résolue  par  rapport  a  x, 
on  aura 

on  éliminera  p  entre  ces  deux  équations. 
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524.   Si  l'équation  différentielle  ne  contient  pas  x  et 
qu'on  puisse  la  résoudre  par  rapport  à  >  ,  on  aura 


y=/(f)9  ,=y-^dP^ 


c. 


525.  Cas  ou  l'équation  peut  être  résolue  par  rap- 
port a  l'une  des  variables.  —  Si  l'équation  contient  x, 
y  et  p,  et  quelle  puisse  se  résoudre  par  rapport  à  Tune 
des  variables,  y  par  exemple,  en  sorte  que  l'on  ait 


on  aura 


dy     ou     pdx  =  — -  d x  -\ —  dp . 

dx  dp 

Si  l'on  peut  intégrer  celte  équation,  la  relation  cherchée 
s'obtiendra  en  éliminant  p  entre  l'équation  intégrale  et 
l'équation  jr==f(x,  p), 

527  à   529.   L'équation 
peut  être  satisfaite  :  i°  par 

a°  en  éliminant  p  entre 

x  -h  ^  (p)  =  o     et    j=px  +  «p  (/>). 


QUARANTE-DEUXIEME  LEÇON. 

suite    des    équations    du    premier    ordre. 

530.  Toute    équation    différentielle    du    premier 
ordre  admet  une  intégrale. 

531.  Il  existe  un  facteur  propre  a  rendre  diffé- 
rentielle EXACTE  LE  PREMIER  MEMBRE  d'uNE  ÉQUATION  DU 

premier  ordre.  —  Quand  on  saura  trouver  ce  facteur  v 
et  l'intégrale  u  de  la  différentielle  totale  v  (Mr/jr-f-Nr/j"), 
u  =C  sera  l'intégrale  de  l'équation  Mdx  -f-  NV/v"  =  o. 
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5352.  Il  existe  une  infinité  de  facteurs  propres  à  rendis 

le  premier  membre  de  V équation  Mdx  -j-  JN  dy  =  o  une 
diffei -e n  l ielle  exu cte. 

533.    Tout  jacteur  Y    propre  à  rendre   Mdx~f-.\dy 
ufie  différentielle  exacte  est  de  ta  forme  vçp(u). 

535.  Si  deux  fadeurs  \  ci   v  rendent   différent 
exacte  l'expression  Mdx  -+-  N dy,  leur  rapport  égalé  à 
une  constante  sera  Vinté&rale  de  l  équation 

Mdx  -f-  N«/r  =  o. 

536.  Détermination  du  facteur   v.  —  Le  faotetir  w 
doit  satisfaire  à  L'équation 

du  <lv  /dU       d$ 

d.r  dy  \dy         dx 

Celte  équation  peut  dans  quelques  cas  servir  à  trouve 
le  facteur  v  : 

i°  Si  v  ne  doit  dépendre  que  de  x,  on  doit  avoir 


dy  dx 


/(*). 


Si  JN  ai,  l'équation  devient 

|  +  P/  +  Q  =  o. 

11  suffit  donc,  pour  rendre  cette  équation  intégrable,  de 
la  multiplier  par  efpdx.  C'est  le  cas  de  l'équation  linéaire 

2°  Si  le  facteur  v  est  de  la  forme  X.Y,  X  étant  m, 
fonction  de  .r,  et  Y  une  fonction  de  )  ,  on  a 

dM        dN  t  \  ,,     1 
=  N«p  *   —  JH  r), 

dy  dx  '   '    '  fKJ  '' 


Xso/f{*)d*  y 


e 


f*0)dr 


537.   L'emploi  du  facteur  ^  redonne  les  méthodes  pré- 
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cédcnimeni.  exposées  :  ainsi  la  séparation  des  variables 
dans  l'équation 

où  X  cl  X,  désignent  des   fonctions  de  ar,  et  Y,  Yj  des 
fonctions  de  j,  revient  à  multiplier  l'équation  proposée 

i     e  l 

par  le  facteur  ^-^« 

La  transformation  employée  dans  l'intégration  de  l'é- 
quation homogène  revient  à  multiplier  le  premier  mem- 
bre par 

i 


Mx  -{-^y 

Si  le  premier  membre  de  l'équation  homogène  est  déjà 
une  différentielle  exacte,  l'intégrale  sera 

Mx  -h  N y  —  c. 


QUARANTE-TROISIEME  LEÇON. 

SOLUTIONS    SINGULIÈRES    DES    ÉQUATIONS    A    DEUX    YAIiIABI.ES. 

538  «à  540.   Comment  les  solutions  singulières  des 

ÉQUATIONS     A    DEUX    VARIABLES     SE     DÉDUISENT    DE     l'iNTÉ- 

grale  générale.  —  On  obtiendra  les  solutions  singu- 
lières cV une  équation  différentielle  du  premier  ordre  en 
éliminant  la  constante  entre  F  intégrale  générale  cl  sa 
dérivée  par  rapport  à  la  constante  égalée  à  zéro,  ou 
bien  entre  celte  même  intégrale  et  sa  dérivée  par  rap- 
port à  y  égalée  à  V infini. 

541.   Solutions  singulières  déduites  du  facteur  qui 

REND   INTÉG RABLE    LE    PREMIER    MEMBRE   DE   l'ÉQUATION.   

L'écjuation 

v  =  oo 

contient  toutes  les  solutions  singulières. 

545.   Exemples  de  solutions  singulières.  —  i° 


xdx  -f-j) -dy  r-r  dy  y/.*2  -\-  y'  —  a: 
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intégrale 


icy  -h  c2  -f-  a2  —  x2  =  o ; 
solution  singulière 

x2  -f- y2  —  a2  =  o. 

543.    20    Trouver  la  courbe  dont  la  normale  a   une 
longueur  constante. 
Kquation  différentielle 

dy2 
r--\-  r2  -t— ,  =  «'  : 

r/.t  - 


intégrale 


(#  —  c)1  -+-  r 


solution  singulière 


«-. 


oii.   3°   Trouver  une  courbe  dont  les  tangentes  soient 
à  une  distance  constante  a  de  i origine. 
Equation  différentielle 

y—px 


S/H-/^ 


a  : 


intégrale 


solution  singulière 


y  =r  c .z  +flVH-c'  ; 

515.  4° 

intégrale  générale 

(y  —  "Y-"—  (i  —  »)  (*  —  c)  =  o; 
solution  singulière  si  n  est  <^  i 

^  =  r/ . 

546.  5°  Trouver  une  courbe,  telle,  que  le  produit  des 
perpendiculaires  abaissées  de  deux  points  fixes  F  et  Ff 
sur  la  tangente  soit  constant  et  égal  à  b~. 
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Equation  différentielle 


y  =:  px  -+-  y  bl  -h  a*p*  : 
intégrale  générale 


y  ■=.  mx  -+-  sja'2m'2  -J-  b'1; 
solution  singulière 


x2         y2 
a1         b2 


ellipse4  qui  a  pour  tangentes  les  droites  représentées  par 
l'intégrale  générale*. 

547.  6°  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  portion  de  la 
tangente  TS  comprise  entre  les  deux  axes  soit  égale  à 
une  longueur  constante  a. 

Celle  courbe  est  Tépicycloïde  obtenue  en  faisant  rouler 
un  cercle  dans  un  autre  cercle  de  rayon  quadruple. 

548.  La  solution  singulière  représente  i/exve- 
loppe  des  courbes  données  par  l intégrale  générale. 


QUARANTE-QUATRIEME  LEÇON. 

ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    D'UN    ORDRE    QUELCONQUE. 

549  et  550.   Toute  équation  différentielle  admet 

UNE   INTÉGRALE. 

551 .  Toute  équation 

FJ>,  y,  c,  c',...,  c(»-0]  =  o, 

qui  salis  fait  à  V  équation  différentielle  donnée  et  qui  ren- 
ferme m  constantes  arbitraires  au  moyen  desquelles  il 
soit  possible  de  donner,  pour  x=a,  des  valeurs  arbi- 

dy             dm_1  y 
traires  b,  b, . . .,  b(m-1)  à  y,  ~j  •  '■• .  j  - -5  est  identique 

J     dx  dxm_l  ' 

à  l'intégrale  générale. 

552.  Conditions  que  doit  remplir  une  fonction  pour 

ÊTRE    L'iNTÉGRALE   DUNE   ÉOUATION    DU   mtème  ORDRE. 
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555  et  556.    INTÉGRALES  DE  DIVERS  OUDIIF.S    n"  l  NE  KQUA- 

TION    DIFFÉRENTIELLE.    Ull€    équation     d  i  iîcTCIlticllc    de 

l'ordre  m  a  pour  intégrale  une  équation  de  la  forme 

Eu  éliminant  tour  à  tour  chacune  des  m  constantes 
c,  cf). . . ,  cM'"l-1),  on  obtient  m  équations  différentielles 
du  premier  ordre  dont  chacune  contient  seulement  m  —  i 
constantes.  Ces  équations  sont  dites  des  intégrales  de 
V ordre,  m  —  i . 

En  éliminant  successivement  deux  des  m  constantes, 

ni  [m  —  i )    ,  .  , « ^ ,  .   , .         j       , 

ou  aura équations  ditlerciiticlles  du  deuxième 

1.2  * 

ordre   contenant    chacune    m  —  2    constantes   et    qu'on 
nomme  intégrales  de  l'ordre  m  —  2. 

557.  On  pourra  de  même  parvenir  à  des  intégrales  de 
l'ordre  m  —  3,  de  l'ordre  m — 4?  clc-  Si  l'on  élimine 
toutes  les  constantes  moins  une,  on  aura  m  équations  dif- 
férentielles de  l'ordre  m — 1  qui  seront  des  intégrales  du 

premier  ordre. 

558.  Les  intégrales  du  premier  ordre,  résolues  par 
rapport  aux  constantes,  donnent  m  équations  de  la  forme 

c  =  g; 
on  aura 

du       du  du     „  du 

tx+t/+hï*  '+-+^=ô/[*.r,y,...,r  <-»]=o. 

Cette  équation  doit  être  identique. 

o59.   Intégration  de  l'équation  =  \>.  —  Si  l'on 

dx"1 

désigne  par    /  vdx"  l'intégrale    /  dx   i  dx . .  .    /  vdx  qui 

résulte  de  n  intégrations  successives  par  rapport  à  x,  on 
aura 

y  =  I  vd.rm  4-  ex"1-1  -+-  c'x'"-2  -f-  .  .  .  -h  dm~x). 
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560.   L'intégrale   multiple  qui  entre  dans  la  valeur 
de  y  peut  s'exprimer  par  la  formule 


/rdx"  = - 
i  .i..J.n  —  i 


,;.-,...„..;.     , 


(n—  i)(n— i)       r    ,      ,   r 

4-: '— '  xn~z  j  çx''dx...zt  I  vxn~'dx 

561.   Posons  v=f(x),  nous  aurons 


Jf*X 
a 


)  dxn  = 


I  .2 


j rx 


/(*)(*  —  8)»-,fc 


QUARANTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION    DE    QUELQUES    ÉQUATIONS    d'i"N    ORDRE    SUPÉRIEUR. 
OOO.     EQUATIONS    DE    LA    FORME   J  I   -r—  I    =  C 


Soit  d'abord  l'équation 


dx™-1      dxn 


*MîV 


dx* 


dy 


En  posant  —-  =  p,  on  aura 


dx 


=L 


dp 
fJF) 


rz:    |  ©  (j:)  f/.r 


'*  +  <:'. 


564.   Si  l'on  ne  peut  pas  tirer  p  en  fonction  de  x,  on 
aura 


dp 
r  =   i    ^r- — ■ 


—  Ç  El 


/(P) 


563.   Exemple.    Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de. 


courbure  est  constant  et  égal  à  a.   Cercle. 
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566.   Si  l'on  a  l'équation 

d""' y       dmy 


dx"—1         d. 


V 


en  posant  __==,,, 

d'où  -/-  =f(p),       ^"©(.r), 

c/.r 

y  =  !  y  (x)  dx1*--  -f-  6y^m-2  4-  c"xm-\  .  .  +  c("-0. 

Si  /?  no  peut  pas  s'exprimer  en  .r,  on  aura 

r/'"-'  r 


d.r"'- 


r  dp   r  i»*p 
J  f(p)J  f[p) 


-+-c'x  +  c", 


et  ainsi  de  suite. 

507.     EOUATIOKS    DE    LA    FORME    f  ( —  j    -7—-]   =  0. 

d1  y 
—  Soit  -—■  =f(}).  On  aura 
do?*       J  v'    ' 


\  dx"l~2       dxm  j 


X  =  c 


J     \it 


Vc-hXff[y)dy 
068.   Exemples. 

dx'- 


—  +n'y=zo, 


y  =  A  sin  nx  -f-  B  cos  nx. 
d  y 

TT^-'^0' 

Y  =  A6>''x  -f  B*""«. 


3o,8  i  wile  an  vl\  tk.ki; 

569.  Pour  ramener  au  cas  précédent  (5tf7)  les  équa- 
tiojis  de  lu  forme 

'     '  dx'1"1  '    dx"1  )     ~  °' 
il  suffit  de  poser  — — -  =  /;. 

570.  EQUATIONS  QUI  PEUVENT  S'ABAISSE!',  \  1  N  OIDRE 
INFÉRIEUR. 

/       d*y     dn+xj  (l"ly\ 

X'  THF'  7b^''"'  d^)=0' 

d"  y 
En  posant  -—  =  p-,  on  la  réduit  à 

/  dp  d»'-»p\ 

*       *>    Pi     -T'>'  '  ">     —, =  °« 

\        '       dx  dxm~n  J 

qui  nest  que  de  l'ordre  m  —  n . 

571. 

/     <fy    d\x  <lzz 

Y  '   dx'     dx2''"'      dxm 

I 

On  peut  abaisser  Tordre  d'une  unité  en  prenant  )  pour 
variable  indépendante  et  faisant  —  =  p. 

572.  Applications  géométriques.  —  Quelle  est  la 
courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est  en  raison  inverse 
de  V abscisse? 


dp  i  x 

dx 


en  appelant  —le  produit  constant  du  rayon  de  courbure 
par  l'abscisse  du  point  correspondant  de  la  courbe. 

c)  dx 


y  — 

courbe  élastique. 


r  {x->-hc 


cy 
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573.  Plus  généralement,  si  le  rayon  de  courbure  doit 
être  une  fonctionner)  de  l'abscisse,  on  aura 


,2  \  - 


dx 


r  tic 


+  *> 


j=    /  cp  (*)  r/.r  +  c' . 

574.  Trouver  une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure 
soit  proportionnel  à  la  longueur  de  la  normale  com- 
prise entre  la  courbe  et  V axe  des  x. 

L'équation  difïérentielle  du  problème  est 


3^ 


dx 

n  désignant  une  constante  positive  ou  négative,  selon  que 
la  courbe  est  convexe  ou  concave  par  rapport  à  Taxe 
des  x. 


y  a 


Cette   équation  peut  s'intégrer   si    n  est  un   nombre 
entier. 

i°  n  =  —  i  : 

(*  —  c'y  +  y>  =  c\ 

tous  les  cercles  qui  ont  leur  centre  sur  Taxe  des  x. 

i°  n  =  i  : 

x  —  c'  x — cr 


y  =  —  c  \e  -+-  e 

2 


chai  nette. 
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3°  n  =  — s*  :  on  a  l'équation  différentielle 


(lL  —  vr.r — .) : 

dx  y 

cycloïde  dont  la  base  est  sur  l'axe  des  x  et  dont  le  rayon 
du  cercle  générateur  est  — 

2 

4°  ?i=  2  : 

(x  —  c'y  =  /\c[y  —  (-, 

toutes  les  paraboles  qui  ont  l'axe  des  x  pour  directrice. 

57o.  Equations  homogènes. —  Equation  différentielle 
homogène  par  rapport  ky  et  à  ses  dérivées  : 

c  (  dy  d'"  y 


dx  dx!' 

n  le  degré  de  l'homogénéité. 

Faisant 

y  =  efudx, 

on  aura  une  équation  différentielle  de  l'ordre  m  —  i. 
576.  Exemple. 


dx2         x  dx 

_y_ 

X1 

y=Cx- 

c 

X 

577.  Toute  équation 

/      dy    d\r  d-jr\ 

Ç[r>dx>  TZ^5,••'  TT^-J-0' 

homogène  par  rapport  aux  indices  des  différentielles,  si 
on  pose  y- =  /;>,  deviendra  homogène  par  rapport  à  p, 

dp     d"1])  d'"-]p 

1}'  'dp'''"'   dp*-*' 


des  matieres. 
Exemple. 

dx 


4oi 

r  z=  c'  4-  c   I  erffirtàdy 


QUARANTE-SIXIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION    DES  ÉQUATIONS    LINÉAIRES   SANS   SECOND    MEMBRK. 

578.  Définition.  —  Équations  linéaires,  équations 
dans  lesquelles  la  fonction  cherchée  et  ses  iiéri?ées  n'en- 
trent qu'au  premier  degré  et  ne  som  pas  multipliées 
entre  elles.  Leur  forme  générale  est 

P5  Q, .  .  . ,  T,  U,  V  désignant  des  fonctions  de  x. 

579.  Propriétés  des  équations  linéaires  privées  de 
second  membre. 

Si  des  fonctions  particulière*  Ju  y,,...,  yn  satisfont  à 

cette  équation,  la  somme  de  ces  fonctions  et  même  ta 
somme  des  produits  de  ces  fonctions  par  des  constantes 
quelconques  cu  c„.  .  . ,  c„,  jr  satisfera  également. 

580.  Si  Von  connaît  m  solutions  particulières  de 
l  équation  (II),  on  aura  V intégrale  générale  en  posant 

pourvu  que  Von  puisse  déterminer  les  constantes  de  ma- 
nière à  donner  àx    -Z, (lff>~~'  Y  jA.       7  ,  . 

}'  dx         '  uV^    eS vaIeurs arbitraires 

pour  une  valeur  quelconque  de  x. 

II.    2e  édition.  ^ 

?.o 


/  Q2  TAULK     \N\LYTif>n: 

581.  L'équation  linéaire,  en  posant  y  =  «*KÉrj  pfcend 
la  forme 


dm-'u 


Iff  _j -f-  (b,b  +  Pw'"-'  H-  Q"m~2  -h...  +  U)^o. 

— i  v 


Quand  une  valeur  u  =  r,  indépendante  de  x,  annule 
1  e  polynôme 

um  _+_  pw«-«  -f-  Q«'"-2  -+-  •  .  .-h  U  '—/[") 

l'équation  (II)  est  satisfaite  par  )<  *=  MT*. 

582.   Equations  linéaires  a  coefficients  constants. 

—  L'équation  f(u)  =  o  n'admet  que  des  racines  con- 
stantes  ru  /■„..',  rm.  En  les  supposant  toutes  différentes, 
l'intégrale  générale  sera 

j  =  cte'lX  +  c26'r*r-*-.  .  .-+■  cmcrm*. 

583  et  584.  Cas  des  racines   imaginaires   inégales. 

—  Lorsque  l'équation 

f(r)  —  rm-±-Vrm~t  4- •  •  ,-f- Tr -4-U  =  o 

a  des  racines  imaginaires, 

r,  =  a  +  6  \f^ï9     r*  =  a  ~~  g  V~- T  > 

on  a 

fi^1^4_r2tAr=(Acos6x  +  Bsin6j;)eoe-r. 

585  à  591.  Cas  des  racines  égales.  —  Lorsque  l'é- 
quation 

a  des  racines  égales,  supposons  i\=  ru  on  aura 

Quand  trois  racines  sont  égales, 

y=zcr>*(c  --h  c'x  +  c".r2)  -h  fe4e*«4-.  *  •+  C*1"*  *. 
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Si  la  racine  i\  était  quadruple,  il  faudrait  remplacer 
les  termes  qui  s'y  rapportent  par 

cr*x  (c  -f-  c'  x  +  c" x"-  -f-  ifx*). 


QUARANTE-SEPTlÈiME  LEÇON. 
intégration  de  l'équation  linéaire  complète. 
592,    Réduction  de    l'équation  complète  a  l'équa 

TION    PRIVÉE    DE    SECOND    MEMBRE.    Soit 

v    '  dxm  dx"'-1  dx  v     ' 

Posons 

zdec , 


1 


z  étant  une  fonction  de  x  et  de  a  tellement  choisie,  que 

dz     d}z  d'"~2z 

z,  -t^-î  -r-'>"">  ~, soient  nulles  pour  a  =  x  et  que 

dx     dx2  dx"'~:  *  J 

l'on  ait  pour  cette  même  valeur 

dm~lz        T,  .    . 

I— I  v       /' 


m  —  l 


dx 

d'"z  d'"-lz  dz 

-, hP-: :-!-..  .  +  T--j-Uz  =  o. 

dxm  dxm~x  dx 

En  posant  j  =  u  -f-  i>,  l'équation  (I)  se  réduit  à 

,„,             d'"<<        nd'"-l<>  du 

II  -z hP- h...-4-T—  H-U<>~0. 

Et  si  l'on  peut  intégrer  généralement  cette  équation,  u-\-v 
sera  l'intégrale  de  l'équation  (I). 

593.  Cas  ou  les  coefficients  de  l  équation  (II)  sont 
constants.  —  En  désignant  par  r0  r2,  r„...,  rw  les 
racines  de  l'équation 

f(r)=  /•'"  +  P/'«->_|-.  .  ,4-Tr-f  U  —  o, 


4»4 

on  aura 


J  = 


■+■ 
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c  " 


/'('■=) 


594  à  600.  Cas  ou  l'on  connaît  un  certain  nombre 
d'intégrales  de  l'équation  privée  du  second  membre. 
—  Si  Von  connaît  n  intégrales  distinctes  de  l'équa- 
tion linéaire  privée  de  second  membre,  on  pourra  ra- 
mener r équation  complète  à  une  équation  linéaire  du 
(m  —  n)'ème  ordre. 

On  pourra  donc  abaisser  l'ordre  de  l'équation  (1)  d'au- 
tant d'unités  qu'on  connaîtra  de  solutions  particulières 
de  l'équation  (II),  et  l'intégrale  générale  de  l'équation  (I) 
sera  de  la  forme 

y  =z  avt  -H  bv2  -+- .  .  .  -f-  lym  +  l , 

1  étant  une  solution  quelconque  de  l'équation  (I). 

L'équation  linéaire  n'admet  pas  de  solution  singulière. 

G01.  De  quelques  cas  ou  l'on  peut  intégrer  l'é- 
quation   LINÉAIRE    A    SECOND   MEMBRE.    Si   U   et  V  SOUt 

v 

des  constantes,  on  fera  y  =  —  -\-z,  et  l'on  aura 


dmz        n  d 
-f-  P 


dz 


dx" 


-  -h.  .  .-4-T—  -f-  Vz 
d.r'"-1  dx 


équation  que  l'on  sait  intégrer,  si  P,  Q,...,  T  sont  aussi 
des  constantes 
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(502,  Les  coefficients  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion étant  constants,  si 

V  =  Ax"  H-  B.r"-'  +  ...+-  G.r  -+-  II, 
on  posera 

y  =z  ax"  -+-  bx"'1  -f- .  .  .  -f-  g\r  -f-  //  =  .», 

et  l'on  déterminera  <?,  &,...,  g,  /',  en  exprimant  que  eelte 
valeur  satisfait  à  l'équation  proposée,  ce  qui  formera  au- 
tant d'équations  qu'il  y  a  d'inconnues.  Une  première  in- 
tégrale étant  obtenue,  on  posera  i -  =  a  -f-  e,  et  v  ne  dé- 
pendra que  d'uue  équation  linéaire  à  coefficients  constants 
et  privée  de  second  membre. 

603.  Si 

V  —  A  cos  nx  -h  B  sin  nx , 

on  fera 

y  —  a  cos  nx  -f-  h  sin  nx , 

rtG-f-6H=:A,      <7K-hflL  =  B, 

L'intégrale  générale  sera 

y  z=z  a  cos  «jc  H-  /;  sin  /?.r  -+-  z , 

z  étant  l'intégrale  de  l'équation 

d'"z  r/'"-'3  dz 

HP -7 -f...  +  T-+lz  =  o. 

dx'n  dx'"-{  clx 

604  et  605.  Lorsque  GL  —  HK  =  o,  l'intégrale  doit 
avoir  une  autre  forme  qu'on  trouve  par  un  artiflee  de 
calcul  dont  voici  un  exemple.  Soit 

(i)  —-;  -hy  =z  cosx. 

On  prend  l'équation  plus  générale 

d-y 
(2)  --—  4- r  =  cos  «*, 

ax2 

cosnx  —  cos*       _„  „,  . 

y  — f-C  cosx  —  C  sin./-. 

I  —  /l2 
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Faisan!  n  =  i,  l'intégrale  généralede  l'équation  (i)  est 

x  sin  x        ■     .  //y 

r  = h  C  sin  x  4-  C  cos  x. 

.  2 

006.    Quand  ou  a 
V  =  A  cos  nx  4-  B  sin  /*.r  4-  A'  cos  «'  x  +  B'  sin  n' x  •+• . .  .  . 

En  posant  y=aa-f.a'*f ,..,  il  suffit  de  satisfaire  sépa- 
rément aux  équations 

dm  (t  dm~ '  /« 

— - h  P  — h . .  .+  U«  =  A  cos  //.r  -h  B  sin  nx, 

<r/.r"'  ^/,'"-' 

dm  n!  d"l~ '  //.' 

H  P  -7 h  .  .  .  +  U«'=  A'cos/*'u7  4-  B'sin«'.r. 

dxm  dxm~[ 


607. 

r/'"  y  dm~K  y 

P,  Q,.  .  .,  T,  U  étant  des  constantes. 

Soient  /•,,  i\ , .  .  . ,  r,„  les  racines  de  l'équation 

/•(/•  —  1)  (r —  2).  .  .  (/•  —  m  -\-i)am 
4~  P/(r  —  1).  .  .(r  —  m  4-  1)  am~'  4-  .  .  .  4-  U  =  o, 

l'intégrale  générale  sera 

y  z=Cl(ax  4-  b)'*  4-  C2(.^  +  i)^  +  .  .  .+  C«1m+  £)r*. 

608.  Propriétés  de  l'équation  du  second  ordre.  — 
Quand  on  connaît  une  intégrale  particulière  j\  de  l'é- 
quation 

d 2  y  dy 

on  a 

3 

y  \ 

609»  La   fonction  y  et  sa  dérivée  ~  ne  peuvent  pas 
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être  nulles  en  même  temps.   La  même  propriété  appar- 
tient  aux  fonctions  r,  et  -~  • 

J  (l.r 

Deux  valeurs  de  x  qui  annulent  )  !  comprennent  une 
valeur  de  x  qui  annule  ). 


QUARANTE-HUITIÈME  LEÇON. 

RÉSOLUTION    DES   LOI  AÏIO.NS    IHfHHPfll  IIIH  Iffi    !'Ali    LES   StiBffiS. 

610.  Développement  pur  la  série  de  maclalrin.  — 
Quand  certaines  dérivées  deviennent  infinies  pour  x  =  o, 
la  série  tombe  en  défaut,  à  moins  qu'on  n'attribue  des 
valeurs  convenables  à  d'autres  dérivées  qui  ne  sont  plus 
arbitraires.  Dans  ce  cas,  la  série  contenant  moins  de 
m  constantes  arbitraires  ne  représente  plus  l'intégrale 
générale,  mais  seulement  une  intégrale  particulière. 

Exemple  : 

d1  y  dy 

x  — : h  1  — h  n7xy  =  o. 

dx7  dx 

611  et  612.  Méthode  des  coefficients  indéterminés. 

613.  Aitre  forme  de  développement.  —  L'équation 
linéaire  du  second  ordre 

d2  y       ^*ty       « 

a? +*=?-«*:-• 

peut  toujours  se  ramener  à  une  équation  à  deirx  termes. 

d2z 

R  étant  une  fonction  connue  de  x. 

614  et  61o.  En  posant  t  =  A  -+-  B  [x  —  «),  on  a 

fx  r*  x  r*  x  s*  x  r»  x  r*  x 

dx  I      Rtdx-j-    f      dx  I       Rdx    /      dx    /       Rtdx^-. 
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suite  indéfinie  dont  chaque  terme  se  déduit  du  précédent 
en  le  multipliant  par  R*£r*3  et  en  intégrant  par  rapport 
à  x  deux  fois  entre  les  limites  a  et  x.  Cette  suite  est  con- 
vergente quand  la  fonction  R  ne  devient  pas  infinie  dans 

l'intervalle  où  l'on  fait  varier  x. 

d'"  z 
On  traitera  de  la  même  manière  l'équation  — —  =  \\z. 

^  dxm 

et  l'on  aura  une  série  où  chaque  terme  s'obtiendra  en 
multipliant  le  précédent  par  Jidx'n  et  intégrant  m  fois. 

617.   Application  :  équation  du  second  ordre 

d2z 


— —  =  O.X"  z, 

dxl 

équation 

dite 

dy 

dx^J 

—  OLX 

I 

dz 

z 

dx 

en  posant 

Pour  plus  de  simplicité,  supposons  a  =  i ,  nous  aurons 


=  A 


x 


(m  H-  i)  [m  4-2)        (m  +  i)  (m  4-  2)  (im  4-  3)  (2 m  4-  4) 

~3«4-6 

"^  (/??  +  1)  (m  4-  2)  (2/w  4-  3)  (2 m  +4)  (3/w  +  5)  (3/«  4-  6)  +  ' 

y«+3  -p?m-t-5 


-f-B 


(m  -+  2)  (/w  4-  3)        (m  4-  2)  (m  4-  3)  (2/;;  4-  4)  t"2"'  -+-  5 


a: 


3W-f-7 


(m  4-  2)  (/«  4-  3)  (2/w  4-  4)  (2  w  -+-  5)  (3/h  4-  6)  (3m  4-  7) 

618    et    619.    Intégration    d'une    équation    différen- 
tielle a  l'aide  d'intégrales  définies. 


r/-'  y         m    dy 

— -  H f  4-  2/rr 


yxt=zk  l      cos (  A,r  y  2 cos a)  sin'"-1  udz, 
1/0 

I     cos  (  hx  \j  2  cos  a)  sin  *-'"  a  d  y. . 


r2-  A' a:1-'" 

1/  1 
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020.  La  valeurdej"!  devient  illusoire  quand  ou  a  m— o 

ou  m  <C°* 

La  seconde  intégrale  )  s  n'aura  une  valeur  finie  que 
si  2  —  m  est  positif. 

Jï-^J'i  ne  représentera  l'intégrale  générale  que  si  m 
est  compris  entre;  o  et  2. 

021.  Cas  particuliers  : 

i°  m  =  o, 

y  =  c  sin  ( It.r  \ji  )  -+-  <-' cos  ( hoc  \ji )• 

2°  m  =  2, 

c  sin  (  //.r  y/-2  )  H-  c'  cos  (  //.r  y  2  ) 


^ 


.r 


3°  ///  =  1 .   On   posera   m  =  1  -}-  //  et  Ton   appliquera 
le  procédé  de  d'Âle.mbert. 


QUARANTE-NEUVIEME  LEÇON. 
equations    différentielles    simultanées. 

022.   Elimination  d'une  variable  entre  deux  équa- 
tions  DIFFÉRENTIELLES. 

/  dy  d'"y  dz  di>z\ 


/  ï/r  «  y  az  (Hz  \ 

On  différentiera  «  fois  la  première  équation,  et  m  fois 
la  seconde-,  on  aura  ainsi  m  H-  » -f- 2  équations  entre 
lesquelles  il  sera  possible  d'éliminer  par  les  moyens  or- 
dinaires de  l'algèbre   les   m  4-  n ■+- 1    inconnues  7,  — ? 

d  '  y  d"l+n  y 

TT'""'       m+11'  L'équation  finale  sera,  en  général,  d'un 

ordre  égal  au  plus  grand  des  deux  nombres  n  -+-  />,  m  -f-  q . 

023.   Plus  généralement,  si  l'on  avait  r  équations,  dif- 
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férenticlles  contenant  une  variable  indépendante  x  et  /• 

fonctions  jr,  z,  //,...  de  ceito  variable,  on  éliminerait  7 

entre  ces  r  équations,  ce  ïjui  donnerait  r — 1  équations 
entre  z,  »,  etc.  On  éliminerait  ensuite;  z  «Mitre  ces  /•  —  1 
équations,  et  ainsi  de  suite.  On  arriverait  ainsi  à  une 
équation  difiérentielle  ne  renfermant  plus  qu'une  seule 
des  fonctions  inconnues. 

624.   Systèmes  d'éqcations   du   premier  ordre  équi- 
valents A  UÏSE  OU  PLUSIEURS  KQUATIONS  DL.\  OHDRE   Ol  EL- 

conoie.  —  L'équation 

dy     cl'2  y     dy 


(       d 


dx      dx1      dx 
est  équivalente  aux  équations  suivantes  : 

dx        '  dx 

625.   Les  équations 

/  dy  d'"y  dz  dP  z 

f    x->  y-»  ~r"*  *  *  •  '    ~r~  ?  z>  ~r">  '  '  '  '    -; — 
\  dx  dx'"  dx  dxf 

(  dy  dy  dz  diz\ 

Fp  *  dx''"'  a?' z>  e,'/.7  ^J  =  0' 

dans  lesquelles  m^>7/,  q^>p,  peuvent  être  remplacées 
par  le  système  des  équations  du  premier  ordre 

dy           ,  df          „  d.r^m--) 

dx~J    '  dx~~*      '••*'  dx         ~' 

dz          ,  dz'           „  d.z'i-V            .     , 

dx  dx  dx 

[                                d.r  ("'-0  \ 

f(*,  r>  rV-->  — ^ — '   «,*',...,  sn  =  o, 

F(.r,  r,  j',..  .,  j",   2,   2',...,  dx        )  =  o. 

En  général,  étant  donné  un   nombre  quelconque  d'é- 
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quations  différentielles  renfermant  une  variable  indépen- 
dante et  plusieurs  fondions  de  celle  variable,  si  lou  re- 
présente ces  dérivées,  à  l'exception  de  celles  dont  l'ordre 
est  le  plus  élevé,  par  des  lettres,  on  aura  un  système  d'é- 
quations simultanées  et  du  premier  ordre  qui  sera  équi- 
valent aux  équations  proposées. 

626.  Théorèmes  sur  les  intégrales  des  éqtjàtioks 
simultanées  du  premier  ORDRE.  —  Trois  équations  dif- 
férentielles simultanées  et  du  premier  ordre  peuvent  être 
remplacées  par  des  équations  de  la  forme 

dx        dy        dz        du 

Y  '~  q"  ==  &"  v"# 

Les  équations  intégrales  doivent  contenir  trois  con- 
stantes arbitraires. 

627.  m  équations  du  premier  ordre  entre  m  -h  i  va- 
riables, et  qui  peuvent  être  nuises  sous  la  forme 

dx        dy        dz 

F  ~~Q~~  R'  "' 

admettent  toujours  m  intégrales  contenant  m  constantes 
arbitraires. 

628.  Quand  on  ne  peut  pas  résoudre  le  système  proposé 
par  rapport  à  toutes  les  dérivées,  il  existe  entre  les  varia- 
bles un  certain  nombre  de  relations  algébriques,  au  moyen 
desquelles  on  peut  faire  disparaître  les  dérivées  dont  le 
système  n'a  pu  fournir  la  valeur.  Dans  ce  cas,  le  nombre 
des  constantes  n'est  plus  égal  au  nombre  des  fonctions. 

629.  Intégration  des  équations  simultanées  du  pre- 
mier ordre.  —  Soit 

dx  _     dy        dz         du 

~¥  "  q~  ~"  K  =  Y 

un  système  d'équations  simultanées.  Les  équations  inté- 
grales peuvent  être  remplacées  par  le  système 
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On  peut  donc  trouver  trois  fonctions  de  jc,  7 ,  z,  u  qui 
conservent  des  valeurs  constantes  quand  on  y  fait  varier 
simultanément  toutes  les  variables. 

On  aura  les  trois  équations  identiques 

dy.  dy.  d  y.  dy. 

dx  dy  dz  du 

i  d?>        <u        dz  f     dé 

dx  dy  dz  du 

d*i  d'y  d'i  d-i 

dx  dy  dz  du 

030.  Réciproquement,  si  Von  trouva  une  fonction  B 
des  variables  x,  y,  z,  u,  sans  constante  arbitraire,  telle, 
que  Von  ait  identiquement 

dO  db  dQ  <7ô 

dx  dy  dz  du 

r  équation 

Q'=c 

sera  une  intégrale  des  équations  simultanées 
dx        dy        dz        du 

Tp  T  ~q  ~  r  T  T  ' 

L'équation 

ç(a,   S,  7)  — c 

est  aussi  une  intégrale  des  équations  proposées. 

032.    Toute  fonction  9  de  n,  v,  z,  u  17  m*  satisfait  à 

r  équation 

JG  r/ô  ,/9  dQ 

Pt  +  Qt  +  ^t+V^0 

r/.r  <T)^  i7Z  du 

doit  se  réduire  à  une  fonction  de  a,  c,  y. 
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suite  des  équations  simultanées. 

033.   Cas  de  deux  équations,   méthode   de  d'Alem- 

hf.rt.  —  Lu  éliminant  tour  a  tour  — -  et  — -->  on  obtiendra 

dx        dx 
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deux  équations  de  la  forme  suivante  : 

((X 

d.T 

Ajoutons  ees  équations    après    avoir    multiplié  la   se- 
conde par  une  indéterminée  0  :  nous  aurons 

-T  +  fiT-+  (P-4-P'O))  +(Q-f-Q'ô)z  =  V-f-V"0. 

dx  dx 

Posons 

t  —  y  -f-  0  z , 

il  en  résulte 

^  ~"^  +  (p  +  p'0)  ('  "" 0z)  +  (Q  +  Q'$)s=v^  v'°- 


On  éliminera  z  en  égalant  sou  coefficient  à  zéro  et  l'on 
-h  (P*-f  P'0)0  —  Q  — Q'Ô  -~  o, 


'6 

aura 

dx 

dt 

h  (P  +  l?'0)e  —  V  —  V'Q—  o. 

(IX 

Si  l'on  tonnait  seulement  deux  intégrales  particulières 
di  et  92  de  la  première  équation,  ces  intégrales  particulières 
étant  mises  «à  la  place  de  9  dans  la  seconde  équation,  on 
obtiendra  deux  valeurs  correspondantes  de  t,  /t  et  tt.  On 
aura  ensuite  y  et  z  au  moyen  des  deux  équations 

63-4.  Dans  le  cas  où  les  coefficients  P,  Q,  P',  Q'  sont 
constants,  on  peut  supposer  0  constant  dans  l'équation 
en  9,  qui  se  réduit  alors  «à 

(P  +  P'0)ô  —  Q  —  Q'0=:o, 

et  donne  deux  racines  constantes  que  l'on  prend  pour  0, 
et  02,  si  ces  racines  sont  inégales. 
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Si  les  racines  de  cette  équation  étaient  égales,  Ofl  aurait. 

P  x 
635.    IkTKGRATIOJS    DE    TKOJS    ^OIATIOISS    LINÉAIRES. 

dy 

~r  H-  pJ -*•  Qs  +  R«  =V, 

T+P'r+  O  z  -f-  R'«  =  V, 
au; 


du 

■—  -Y  Vf  +  Q"z  -f-  R"i£  ==  V". 

ax 


Posons 


y  -+-  Qz  -\-au  —  t, 
—  -4-  (  P  +  P  '  9  -+-  P  "  a  )  9  —  Q  —  0'  9  —  Q  "  ).  =  o 


clQ 
dx 

-—  +  (P  -+-  P'0  -f"  P"À)}.—  R  —  R'G  —  R">  rrO, 

^+;p  +  P'3+P'/)i)f_V-V0-Vn=o. 

Si  l'on  connaît  trois  intégrales  particulières  0t,  02 ,  0S 
et  les  valeurs  correspondantes  lu  A2,  )k8 •  rg^f9  et  tZ)  les 
trois  intégrales  seront 

y  H-  0,2  -h  ).,«  =  ?, , 

y  -j-  63  z  +  X3  u  —  t3. 

636.  Dans  les  cas  où  les  coefficients  P,  Q,  R,  P', .... 
sont  constants,  en  posant 

P  +  P'ô+   P',A=  0, 

on  aura 

(p-p)(p-Q')(p-R'/)  J 

_R'Q"(p-P)  —  RP/(o-Q')-QP/(p-R//)   | '=0. 
—  QR'P"  — RP'Q"  ) 

Soient  pi,  p2,  p3  les  tr0iS  racines  de  cette  équation, 
et  /j,  £2,  ?s  les  trois  valeurs  de  f;  on  aura  pour  les  inté- 
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grales  cherchées 

jr"+M+^»  =  *~**["«V+  I   {V  +  V'0a4-V''Àa)rJv7V/.r  I, 
r  +  !,»  +  >,«=:#-  P.*  |  r3H-  T  (V-hV'0,  +  V"),,jtA^/.r| 

037.  Autre  méthode.  —  On  ramène  le  cas  général  au 
oas  des  équations  privées  «Je  second  membre. 

Cas  où  les  coefficients  des  premiers  membres  sont 
constants.  Si  Ton  connaissait  trois  systèmes  de  fonctions 
(yu  zu  Mj),  (j<>,  *«,  w2),  (j3,  s3,  */3)  satisfaisant  aux 
équations 

t  +  P'V+Q'Hr^o, 

on  y  satisferait  encore  en  posant 

y  =  <mJ(  -s-  ^i/H-  ^3  v3, 

Z  =  C,  Z,     -}-  Ca  Zj    ■+•  ^  ":;  j 

«  =  c,  «i   -f-  c2  «j   ~f-  r:,  w  ; . 

Cherchons  maintenant  à  résoudre  les  première  équa- 
tions par  des  valeurs  de  la  forme 

y  —  c~Px,     z  ==  pe*""^*,     H  =  ve~~  ** 

jD,  jx,  v  désignant  des  constantes  inconnues.  La  substitu- 
tion de  ces  valeurs  donnera  les  équations 

P'  +  iQ-plp  +  R'^o, 

P,/-+-Q>  +  (R/,-p)v=rO. 

L'élimination  de  ce  et  de  v  entre    ces  équations  conduit 
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à   une  équation   du   troisième    degré  <'ii   p,   déjà    trou- 
vée  (030). 

Les  trois  valeurs  de  p  étant  désignées  par  pt ,  pt ,  pz ,  et 
les  valeurs  correspondantes  de  \j.  et  de  v  par  p.,  ,  [j.î}  fi», 
yi  5  v25  v3 ,  on  aura  trois  solutions  particulières  d'où  l'on 
déduira  la  solution  générale 

y—  clc"^x  -h  c:(T^x  H-  C&e^P'X9 
zz=c{ p,  e~ P> x  +  Cifré-P**  +  c, p.3ç"  P*  \ 

038.  Prenons  maintenant  trois  équations  avec  second 
membre  Y,  V,  V. 

En  y  regardant  ci5  c2 ,  c3  comme  des  fonctions  conve- 
nables de  x,  on  aura 

C-Pix  — L  -}-  g-?**  —  --h  6-  -fta  — :  —  V, 
r/x  r/,c  dx 

dx  dx  dx 

dx  dx  dx 

De  ces  équations  on  tirera  les  valeurs 


d^ 

dx 

=='#i 

de  2 
dx 

E&» 

dc3  _ 
dx 

=  %.-  » 

Ci 

-r» 

/t/jc  -f 

■G,, 

Ci 

«y 

rAr  -+■ 

C25 

Ci 

r/.r  -f 

n3. 

>39 

et 

640. 

Méthode  de 

M. 

Cauchy. 

041.  Remarque  sur  les   équations  simultanées . 

Soient 

f(*>  Jj  r'j  z>   s')  —  0» 

Ffr,   r,  j',   z,    z')  — o, 
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deux  équations  simultanées  du  premier  ordre,  dans  les- 

si -y  (17*  ' 

quelles  y1  et  z'  désignent  —  et  — ■ ■• 

Les  équations 

dî  di  du       r/f  dî  dv 

dy  dy    dx        dz  dz     d.r 

d¥  </F    du        d¥         d¥   do 

—  u  -f-  —j  -—  -+-  —  p  +  —  —  =  o. 

dy  dy    dx         dz  dz    d.r, 

auront  pour  intégrales  générales 

dy  dy 

da  do 

dz  dz 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 
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INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    AUX    DIFFÉRENTIELLES    PARTIELLES. 

642.  Equations  qui  se  ramèneint  aux  équations  ou- 
téreintielles  ordinaires.  —  Le  problème  qui  fait  l'objet 
du  calcul  inverse  des  différences  ou  des  différentielles  par- 
tielles consiste  à  chercher  une  fonction  connaissant  une 
relation  entre  cette  fonction,  les  variables  dont  elle  dé- 
pend, et  une  ou  plusieurs  dérivées  partielles  de  cette  fonc- 
tion, prises  par  rapport  à  ces  variables. 

643.  Quand  les  dérivées  partielles  ne  sont  relatives 
qu'à  une  seule  variable,  il  faut  opérer  comme  si  l'on  avait 
une  équation  différentielle  ordinaire,  mais  après  l'inté- 
gration remplacer  les  constantes  arbitraires  par  des  fonc- 
tions arbitraires  des  autres  variables  indépendantes. 

644.  Ce  procédé  peut  quelquefois  s'étendre  à  des  équa- 
tions où  entrent  des  dérivées  partielles  relatives  à  deux 

II.    '>e  édition.  2^ 
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\  ariâbles,   Exemple, 

(I  '  u  du 

dxdj  (l.r 

du 
v,n  posant  -—  =  £?,  on  a 

dp 

645  à  647.   Elimination  des  fonctions  arbitraires. 
—  Soient 

a=/i(*j  J,  z),     &=/i(*,  j,  z), 

deux  fonctions  déterminées  des  variables  x,  r,  z,  et  une 
relation  arbitraire 

6  =  tf{m)* 

dz  dz 

p0S0Ils  _=/,,     _  =  î) 

nous  obtiendrons  une  équation  de  la  forme 

P,  Q,  V  étant  des  fonctions  de  x,  y ■",  s. 

648.   Soient  maintenant  trois  fonctions  de  quatre  va- 
riables, x, y,  z  et  m,  savoir  : 

a  =/,(*,  j,  z,  m),    ê  =  /2(tf,  j,  z,  «),   v  ==/3(*j  J,  ?,  «)> 

et,   <p  désignant  une  fonction  arbitraire,  supposons  que 
l'on  ait  l'équation 

<?(*>  %>  v)  =  °- 
Posons 

fl?«  du  du 

dx  '      6?T  '      dz 

nous  aurons  une  équation  de  la  forme 
ifp  -+-  Q<7  -h  Rr  =  V.   . 
d49.   Plus  généralement  toute  équation 
ai  a,  6, .  .  . ,  /,  (*)  =  Q, 
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où  y  désigne  une  fonction  arbitraire  et  a,  S,...,  /,  //.,  des 
fonctions  déterminées  de  m -h  1  variables,  conduira,  par 
le  même  procédé,  à  une  équation  linéaire  aux  différen- 
tielles partielles  à  laquelle  devront  satisfaire  les  fonctions 

«,  6, .  .  . ,  j^,  quelle  que  soit  la  fonction  o. 

050.  Exemples  : 

I °  z  H-  x  =  cp  (.r  -+-  J ), 

;>>  —  7  H-  1  —  o. 

M      ' 

px  -\-qyt=*  viz. 
051    et    052.    Equations    linéaires    et    du    premier 

ORDRE    A    DEUX    VARIABLES    1J\ DÉPENDANTES.    Si 

/{*,  X y   *)  =  C,       /  (#,    V,   z)  —  C', 

\07^/  les  intégrales  du  s)  stème 


d.x        dy        dz 

et  si  l on  j)ose 

Vintëgràle  de  V équation 
sera 

5t  =   <p(ê), 

<p  désignant  une  jonction  arbitraire. 

654.    L'intégrale  oc  =  ç(6)  conviendrait   encore   aux 
équations 

r/jc  dx 

27. 
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655.  Exemples  : 

i"  xp—yr/  =  0, 

z  =  <?{xy). 

2°  /;.r- —  qxy  ■=.  —  y*f 

p  —  q  ■-  o, 
z  =<p(ar-f-j). 

y;j  —  ry.r  —  o, 

z  =  cp  (.r2-f-  j'2). 

656  et  657.  Equations  qui  renferment  les  dérivées 

DUNE    FONCTION    DE    TROIS    VARIABLES    INDÉPENDANTES.    

Soit  proposé  d'intégrer  l'équation 

Vp  +  Q74-  Rr===  V. 

Si  l'on  prend  les  fonctions  inconnues  a,  c,  y,  de  telle 

sorte  que 

=z  c  ,      */  -.-  r; 

soient  les  intégrales  du  système 

dx        dy        dz         du 
~f  "^  q"  ~~  lï  ~~ "V  ' 

a  désignant  une  fonction  arbitraire,  l'équation  a  =<p(§,  y) 
sera  l'intégrale  de  l'équation  proposée. 

608.   La  même   intégrale    a  =  e  (o.  y)   convient  aux 
équations  suivantes  : 

dz  dz  dz 

dx  dy  du 

dy  d)  •  f/j' 

dx  dz  du 

dx  dx.  dx 

*7  )  <7Z  dlL 
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059.   Exemple  : 

du  du         du 

x-r-\-y—-\-z-r  =  mu, 

d.r  ({y  dz 

(y     z 

a  ~  xm  o    -  5  - 
\x     X 

c'est-à-dire  que  u  esi  une  fonction  homogène  et  du  degré/// 
des  variables  a?,  jr,  z. 
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APPLICATIONS  GEOMETRIQUES  DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES 

PARTI  ELLES. 

660.  Surfaces  cylindriques.  —  On  appelle  surface 
cylindrique  toute  surface  engendrée  par  une  droite  indé- 
finie qui  se  meut  parallèlement  à  une  droite  donnée,  en 
s'appuyant  constamment  sur  une  courbe  donnée,  nommée 

directrice. 

y  —  bz  =  $  [x  —  az), 

*\>  désignant  une  fonction  quelconque,  est  l'équation  la 
plus  générale,  en  quantités  finies ,  des  surfaces  cylin- 
driques. 

661.  Réciproquement,  toute  surface  dont  l'équation  a 
la  forme  précédente  est  cylindrique. 

(302.  Equation  aux  dillérentielles  partielles  des  surfaces 
cylindriques  : 

ap  +  bq=.\, 

()()3.  Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  à  la 
surface  est  toujours  parallèle  aux  génératrices 

664.   Intégrer  F  équation  des  surfaces  cylindriques, 

ap  -f-  bq  =:  i . 
Solution.  y  —  bz  =  $  (x  --  az)% 
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665.  Si  la  surface  cylindrique  passe  par  une  courbe 
donnée 

P(*i  Xi  *)  =  P#     F,  (<r,  r,  x)  =  o, 
on  fera 

x  —  rtz  —  a,      /  —  bz  =  S. 

En  éliminant  #,  7,  z  entre  ces  quatre  équations,  on 
trouvera  une  relation  telle  que  G=z<\>(y.)-:  on  aura  pal 
ce  calcul  la  forme  particulière  de  Ja  fonction  4>. 

600.  Si  la  surface  cylindrique  doit  cire  circonscrite  à 
une  surface  donnée 

F(*j  X$  z)  =  °> 
la  courbe  de  eoniact  sera  déterminée  par  eetle  équation  et 

la  suivante  : 

^F    r       clY       cl  F  _ 
dx  dx  dz 

067.  Surfaces  coniques.  —  On  appelle  surface  co- 
nique une  surface  engendrée  par  une  droite  indéfinie  qui 
passe  par  un  point  fixe  et  rencontre  constamment  une 
courbe  donnée. 

Equation    générale,    en  quantités  finies,  des  surfaces 

coniques  : 

Y  —  b  (  x  —  a  \ 

z  —  c  \  z  —  c  J 

Equation    aux  différentielles  partielles  des    surfaces 

coniques  : 

z  —  c  2=  (x  —  a)p  H-  [y  —  b)q. 

669.  Intégrale  de  l'équation  aux  différentielles  par- 
tielles : 

y  —  b  (  x  —  a  \ 

z  —  c  \  z  —  c  J 

La  fonction  arbitaire  0  sera  déterminée  par  la  condition 
que  la  surface  conique  passe  par  une  courbe  donnée  ou 
soit  tangente  à  une  surface  donnée. 

070.  Surfaces  conoïdes. —  On  appelle  surface  conoïde 
loule  surface  engendrée  par  une  droite  qui  est  toujours 
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parallèle  à  un  plan  donné,  nommé  plan  directeur,  et 
assujettie  à  rencontrer  une  droite  et  une  courbe  données. 
Prenons  pour  plan  des  xy  un  plan  parallèle  au  plan 
directeur,  et  pour  axe  des  z  la  directrice  rectiligne,  on 
aura 

._.(£). 

67.1.  Equation  aux  différentielles  partielles  des  sur- 
faces conoïdes  : 

px-\-  qy—  o. 

Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  eu  un  point 
quelconque  contient  la  génératrice  correspondante. 

672.  Surfaces  de  révolution.  —  Les  surfaces  de 
révolution  sont  celles  que  Ton  obtient  en  faisant  tourner 
une  certaine  courbe  autour  d'une  droite  lise. 

Pour  plus  de  simplicité  prenons  l'origine  sur  l'axe  OD. 

Soient 

a 

x  ~  —  z ,      y  =      z , 
c  c 

les  équations  de  l'axe,  on  aura 

ax  H-  by  +  cz  =  <I>  (a.2  -f-  y'1  -+-  z7) , 

équation  générale,   en  quantités  finies,    des  surfaces  de 
révolution. 

673.  Equation  aux  différentielles  partielles  : 

[cy  —  bz)p  -+-  [az  —  ex)  q  ==  bx  —  ay. 

671,  Cette  équation  exprime  que  toutes  les  normales 
d'une  surface  de  révolution  rencontrent  Taxe. 

675.  L'intégrale  générale  de  l'équation  est 

ax  -h  by  -h  cz  =  <I>  (  x 2  -}- y*  -f-  s*  ). 

676.  Les  équations  prennent  une  forme  plus  simple 
quand  OD  est  l'axe  des  z.  Elles  se  réduisent  a 

pr —  qx-=.  o. 
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077.   Des  lignes  de  niveau  et  des   ligues    ds    pli  s 

f.  Il  AN  DE    PENTE.   Soit  UUC  SUI'facC 

z=f(x,  y) 

et  supposons  le  plan  des  xy  horizontal.  On  appelle  ligne* 
de  niveau  les  sections  faites  dans  cette  surface  par  des 
plans  horizontaux.  Une  ligne  de  niveau  a  pour  équation 

dx  (j 

Elle  exprime  que  la  tangente  à  la  ligne  de  niveau,  en  un 
point  M  de  la  surface,  est  parallèle  à  la  trace  horizontale 
du  plan  tangent  mené  a  la  surface  par  ce  point. 

678.  On  appelle  ligne  de  plus  grande  penle  d'une 
surface  une  courbe  qui,  en  chacun  de  ses  points,  a  pour 
tangente  celle  des  tangentes  à  la  surface,  en  ce  même 
point,  qui  fait  le  plus  grand  angle  avec  le  plan  horizontal. 
La  tangente  à  la  ligne  de  plus  grande  pente,  en  un  point  M 
de  la  surface,  doit  être  perpendiculaire  à  la  trace  hori- 
zontale du  plan  tangent  au  point  M. 

On  aura 

pcly  =  qdr, 

équation  différentielle  qui  représente  la  projection,  sur 
le  plan  horizontal,  de  toutes  les  courbes  de  plus  grande 
pente. 

679.  Une  ligne  de  plus  grande  pente  coupe  à  angle 
droit  toutes  les  lignes  de  niveau,  et  réciproquement  toute 
courbe  qui  jouit  de  cette  propriété  est  une  ligne  de  plus 
grande  pente. 

680  et  681.  Ellipsoïde: 


x  J  i 


a 


Lignes  de  niveau  : 


.r2       f  h2 
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i  .ignés  de  plus  grande  pente  : 

y  est  une  conslanle  qu'on  détermine  en  exprimant  que 
la  courbe  cherchée  passe  par  un  point,  donné. 


CINQUANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

SUITE    DES    APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES    DES    ÉQUATIONS    AUX 
DIFFÉRENTIELLES    PARTIELLES. 

682.  Des  surfaces  développabi  i;s.  —  On  nomme 
surfaces  développablcs  celles  qui  étant  supposées  flexi- 
bles et  inextensibles  peuvent  s'appliquer  sur  un  plan  sans 
déchirure  ni  duplicature. 

Toute  surface  développable  est  le  lieu  des  tangentes  à 
une  certaine  courbe,  nommée  arête  de  reb rousse ifient  de 
la  surface.  Dans  le  cône,  l'arête  de  rebroussement  se 
réduit  à  un  point,  et  dans  le  cylindre,  cette  courbe  passe 
à  l'infini. 

683  à  686.  Equation  du  premier  ordre  qui  convient  à 
toutes  les  surfaces  développablcs  : 

687.  Equation  aux  dérivées  partielles  et  du  premier 
oi lire,  résultant  de  l'élimination  précédente.  Posons 

d2z  d*z  d2z 


dx'1  dxdy  dy2 


=  t. 


Equation   aux  dérivées  partielles  et  du  second  ordre 
des  surfaces  développablcs  : 

s*  —  ri  =  o . 

688  et  689.  Intégration  de   l'équation  aux  diffé- 
rentielles PARTIELLES    DES    SURFACES    DÉVELOPPABLES.    

L'équation 

si  —  ri  =  o 

ne  convient  qu'aux  surfaces  développablcs. 
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690.  Des  surfaces  aÉGLÉES.  —  On  iioiiiinc  surfaces 
réglées  celles  qui  s'engendrent  par  le  mouvement  'l'une 
ligne  droite;  surface  gauche À  toute  surface  réglée  qui 
n'est  pas  développable. 

Soient 

x  =  az  -f-  a, 

J  =  bz  +■  S, 

les  équations  d'une  droite  :  si  a,  b,  a,  6  sont  des  fonc- 
tions d'une  même  indéterminée  y,  en  faisant  varier  y 
d'une  manière  continue,  la  droite  se  déplacera  successive- 
ment dans  l'espace  et  engendrera  une  surface  réglée. 

691.  Equation  différentielle  du  premier  ordre,  renfer- 
mant seulement  deux  fonctions  de  l'indéterminée  y  : 

ap  -h  bq  =  i . 

692.  En  posant  j  —  c, 

c2;-  -f-  2  es  -h  /  =  o, 

équation  du  second  ordre  ne  renfermant  plus  qu'une  seule 
fonction  arbitraire  c. 


dzz  cPz  _ 

dx  dy 2  dy 3 

c3 u  -f-  3  c2^  H-  3  m-  -f-  -j  =  o. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  et  du  troisième 
ordre  résultera  de  l'élimination  de  c  entre  cette  équation 
et  celle  du  n°  692. 

694.  Equation  de  la  corde  vibrais  te.  —  Le  mouve- 
pig  12l  ment  des  différents  points  d'une 

m. corde  vibrante,  fixée  à  ses  deux 

extrémités,   est    représenté  par 
l'équation  aux  dérivées  partielles 


A  P- 

du  second  ordre 


d'1  u  d- u 

dy  ax- 
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MP  =  n,  AV=x  sont   1rs  coordonnées  rectangulaii 
1  un  point  quelconque  de  la  corde,  l'origine  étant  prise  à 
l'extrémité  A  5  y  désigne  le  temps. 
Intégrale  générale  : 

u  =  <j> (.r  +  ay)  H-  ^  (x  —  fty  ). 

695.  Les  deux  fonctions  arbitraires  <p  et  ip  se  déter- 
minent par  deux  conditions  dictinctes.  Ordinairement  on 
suppose 

u  — /(r),     —  =fl{.v),    pour  jr  =  o. 
On  aura,  en  faisant 

1    f/ (*)«/*  =  F  (*), 
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COUBBUBE    DES    SURFACES. 

696  et  697.  Courbure  d'une  ligine  sitiée  sur  une 
surface  donnée  —  Considérons  une  certaine  courbe 
passant  par  un  point  M  ix^y,  z)  de  la  surface.  Soit  rj 
1  angle  que  le  rayon  de  courbure  R  de  cette  courbe  au 
point  M,  dirigé  suivant  la  droite  MN,  fait  avec  la  nor- 
male MP  à  la  surface  au  même  point,  oc  et  o  les  angles 
que  la  tangente  à  la  courbe  considérée  fait  avec  l'axe 
des  x  et  celui  des  y.  On  aura 


V  1  4-//'  -+-  y'eosi 


/'  cos2  oc  -f-  2  .V  COS  7.  cos  S  -+-  /  cos-  ê 

698.  Théorème  de  Meunier.  —  Le  rayon  de  courbure 
en  un  point  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  une  sur- 
face est  égal  au.  produit  du  rayon  de  courbure  de  la  sec- 
tion normale  qui  contient,  la  tangente  à  la  courbe,  mul- 
tiplie par  le  cosinus  de  l'angle  que  ce  plan  fait  avec  le 
plan  oscillateur  dit  la  courbe. 
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699.   On  peu!  cn<  orc  <iii  a  : 

Le  rayon  de  courbure  dune,  section  oblique  est  la 

projection  sur  le  plan  de  celte  courbe  du  ray  on  de  cour- 
bure de  lu  section  normale» 

700.     CoCRBURE   DES   SECTIONS   NORMALES.   PlCnOllS   le 

point  [x,  y,  z)  pour  origine  des  coordonnées,  et  pour 
plan  des  xy  le  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point.  En 
désignant  par  cp  l'angle  que  la  tangente  fait  avec  l'axe 
des  x,  on  a 

i 
rcos'ç  -f-  2£sinçcos<p-4-  ;sin-o 

On  porte  la  valeur  absolue  du  rayon  suc  l'axe  des  z  dans 
le  sens  des  z  positifs  si  le  dénominateur  est  positif,  et 
dans  le  sens  opposé  si  ce  dénominateur  est  négatif. 

TOI.  Sections  principales.  —  Les  plans  qui  déter- 
minent sur  la  surface  deux  courbes  planes  à  courbure 
maximum  ou  minimum;,  sont  perpendiculaires  entre  eux. 
On  donne  aux  sections  faites  par  ces  plans  le  nom  de  sec- 
tions principales. 

702.  Variation  de  courbure  des  sections  normales. 
—  Prenons  pour  plans  des  xz  et  des  yz  les  plans  des 
sections  principales.  Les  angles  quelles  font  avec  le 
plan  zOx  sont  donnés  par  l'équation 

s  tang2  cp  H-  (/•  —  t)  tang  <p  —  s  =  o . 

La  valeur  de  p  prendra  la  forme 

i 


1  /'COS2ç>  -+-  tsin'y 

et  Ton  déduira  de  cette  expression  les  deux   rayons  de 
courbure  principaux  p'  et  p"  : 

Ainsi,  les  dérivées  partielles  /•  et   t  représentent   les 
deux  courbures  principales  au  point  O. 
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703  et  70  i.  On  a 

1       *       .         I    •  , 
-  =i  —  cos2<p  -+-  —  sin-o. 

P        P  P 

Deux  sections  normales  également  inclinées  sur  une 
section  principale  ont  des  rayons  de  courbure  égaux  et 
de  même  signe. 

La  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales 
veipendiculaircs  entre  elles  est  constante. 

Supposons  p'et  p"  tous  deux  positifs,  et  p'^>  p'1.  Toutes 
sections  normales  sont  situées  au-dessus  du  plan  tan- 
gent et  la  surface  est  convexe  autour  du  point  O. 

En    prenant  l'équation  de  la  forme 

P        ?         \P         P  / 

-  augmente  depuis  —  îusqu  a  -=î  quand  q>  croit  de  o  a  -? 
o       °  L        p   J      J        o       l  '  a 

i  ri 

et  -  décroît  depuis  —  jusqu'à  —.%  quand  o  varie  de  -  à  t:. 

p  L  p     J        l  f        l  i  2 

Dans  le  cas  où  ©'=  ^/r,  toutes  les  sections  normales  r.u 
point  O  ont  donc  ïa  même  courbure.  On  dit  alors  que  ce 
point  est  un  ombilic. 

705.  Supposons  que  pf  et  p"  aient  des  signes  contraires 
et  que  p"  soit  négatif. 

Pour  <ç  =  o,  on  a  p  —  of.  L'angle  (p  croissant  de  o  à  la 
valeur  6  donnée  par  l'équation 

tant;2  6  =  ^7? 

i' 

p  croit  depuis  p'  jusqu'à  l'infini.   Au  delà  de  &  =  S,   0 
devient  négatif  et  décroît  jusqu'à  0",  valeur  qui  correspond 

à  cp  =  -.  Les  valeurs  de  p  se  reproduisent  ensuite  dans 

l'ordre  inverse. 

Dans  ce  cas,  la  surface  est  en  partie  au-dessus  du  plan 
tangent,  en  partie  au-dessous. 


4  W)  TABLE    \     \j  moi  i: 

TOC).    DÉTEBMINATIOï     DE     OMBILICS.  —  On  do\t  a\f)i: 

!         jr         j,<j  _      i  -f.  q- 
i  s  t 

ce  qui,  cii  y  joignant  l'équation  de  la  surface,  détermine 
les  coordonnées  d'un  ombilic. 

707.  Paraboloïde  elliptique  : 

la        ib  ■ 

x  —  o,      j  —^tl\lb(a  —  /;  ) ,      z  =  — 


]1  existe  deux  ombilics  situés  dans  le  plan  y  Oz. 
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suite  de  la  courbure  des  surfaces. 

708.  Sur  la  surface  domt  tous  les  points  sont  des 
ombilics.  —  La  sphère  est  la  seule  surface  dont  tous  les 
points  soient  des  ombilics. 

709  ei  710.  Théorie  de  l'ijndicatrice.  —  Si  l'on  coupe 
la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  infini- 
ment voisin  de  ce  plan,  la  section  obtenue  sera  une  courbe 
infiniment  petite  et  du  deuxième  degré,  en  négligeait  des 
quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  ses  dimensions. 

711.  Les  rayons  de  courbure  des  différentes  sections 
normales  faites  au  point  O  sont  proportionnels  aux  carrés 
des  rayons  de  cette  courbe,  qui  est  nommée  V indicatrice 
de  la  surface  en  ce  point. 

712.  Quand  l'intersection  de  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  tangent  et  infiniment  voisin  est  une  lry- 
perbole,  l'indicatrice  se  compose  de  deux  hyperboles  con- 
juguées. Le  rayon  de  courbure  de  la  surface  devient  in- 
fini et  change  de  signe  quand  le  plan  sécant,  en  tournant 
autour  de  la  normale,  vient  passer  par  une  asymptote 
commune  aux  deux  hyperboles. 
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7!  3.  CONSÉQUENCES  GÉOMÉTRIQUES.  À  LOUtC  pro- 
priété clos  diamètres  d'une  seciion  conique,  correspond 
une  propriété  des  rayons  de  courbure  des  seelions  nor- 
males qui  passent  par  les  diamètres  de  l'indicatrice. 

71  4.  Quand  l'indicatrice  est  un  cercle,  le  point  consi- 
déré est  un  ombilic.  Cela  arrive  sur  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  aux  points  où  le  plan  tangent  est  parallèle  aux 
sections  circulaires. 

715.   Cas  ou  l'expression  nu  rayon  de  coi.rbure  se 

PRÉSENTE  SOUS  UNE    FORME  ILLUSOIRE.    La  formule 


r  cos2  ç  -h  a  s  sin  ©  cos  ©  -h  t  sin2  © 

dépend  des  valeurs  des  dérivées  partielles  du  second  ordre 
au  point  considéré  de  la  surface.   Ces  fonctions  se  pré- 

sentent  quelquefois  sous  l'une  des  formes  -  ou  —  ?  quand 

x,  j  et  z  deviennent  nulles.  Pour  éviter  l'indétermina- 
tion, on  posera 

jr  =  *tangf, 

puis,  après  avoir  porté  celte  valeur  de  )  dans  les  expres- 
sions de  /',  s,,  f,  on  fera  x  =  o. 

En  faisant  varier  l'angle  çp,  le  rayon  de  courbure  peut 
avoir,  selon  la  forme  de  la  fonction  f,  un  nombre  quel- 
conque de  valeurs  maximums  ou  minimums,  et  il  y  aura 
autant  de  maximums  que  de  minimums. 

716.  Tangentes  conjuguées.  —  Soit  MM'  une  courbe 
quelconque  située  sur  une  surface  :  imaginons  les  plans 

tangents  menés  par  les  points  M 
et  M7.  Si  îe  second  point  se  rap- 
proche indéfiniment  du  premier, 
l'intersection  des  deux  plans  va- 
riera de  position  et  deviendra  à 
la  limite  une  certaine  tangente 
à  la  surface  passant  par  le  point 
M.  Cette  droite  limite  et  la  tangente  <MT  à  la  courbe  MN 
sont  dites  Lan  génies  conjuguées. 
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Relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  angu- 
laires de  deux  tangentes  conjuguées,  quand  on  prend  pour 
axes  la  normale  et  les  intersections  du  plan  tangent  avec 
les  plans  principaux  : 


r 
mm    — • 

t 


717.  Deux  tangentes  conjuguées  sont  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués  de  Vindicalricc. 

Lu  somme  algébrique  des  raj  ons  de  courbure  corres- 
pondant à  deux  tangentes  conjuguées  est  constante. 
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SUITE     DE     LA     COURBURE     DES     SURFACES. 

718  et  719.  Lignes  de  courbure,  —  Soient  M  (.r,  y%  z) 
un  point  de  la  surface,  et  MN  la  normale  en  ce  point: 
Mf(xf,yf,  zf)  un  second  point  de  la  surface,  voisin  de  M. 
l'équation 

x'  —  x  -f-  p' V  —  pz  _f — y  -f-  g'  z  —  gz 

p'  —  p  q'—q 

et  celle  de  la  surface 

représentent  une  courbe  MM'  située  sur  la  surface  et  pas- 
sant par  le  point  M.  Toutes  les  normales  à  la  surface 
menées  par  les  divers  points  de  celte  courbe  iront  rencon- 
trer la  normale  MN. 

On  nomme  ligne  de  courbure  le  lieu  des  points  d  une 
surface  pour  lesquels  les  normales  infiniment  voisines 
se  rencontrent  consécutivement.  En  chaque  point  dune 
surface  il  passe  deux  lignes  de  courbure  représentées  par 
l'équation  différentielle 

[('+7^-^](g)+['+^)'--(,+^?Hï) 

H-  [pqr —  Il  -h  p*)s]  —  O 
et  par  l'équation  de  la  surface. 
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720.  Propriétés  des  lignes  de  courbure.  —  Prenons 
la  normale  MN  pour  axe  des  z  :  l'équation  devient 

dx]  dx 

Les  tangentes  menées  aux  lignes  de  courbure  qui  se 
croisent  au  point  M  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Les  deux  lignes  de  courbure  ont  pour  tangentes  les  tan- 
gentes aux  sections  principales. 

Si  l'on  avait  à  la  fois  s  =  o,  r=  t,  il  y  aurait  une  infi- 
nité de  lignes  de  courbure  passant  par  le  point  de  la  sur- 
face :  ce  serait  un  ombilic. 

721  et  722.   Soient  O  un  point  de  la  surface,  O^  la 


Fig.  128. 


normale,  OA  et  OB  les  deux 
lignes  de  courbure,  O'  et  O" 
deux  points  infiniment  voi- 
sins du  point  O  sur  les 
lignes  OA  et  OB,  les  nor- 
males O'K  et  0"L  rencon- 
treront Oz  en  K  et  L. 
OR  et  OL  sont  les  rayons 
de  courbure,  au  point  O, 
des  sections  principales  zOx,  zOj. 

723.  Il  faut  bien  se  garder  de  croire  que  les  points  de 
rencontre  des  normales  soient  les  centres  des  cercles  oscu- 
laleurs  des  lignes  de  courbure.  Et  même  les  lignes  de 
courbure  peuvent  être  planes  sans  que  leurs  cercles  oscu- 
lateurs  se  confondent  avec  ceux  des  sections  principales. 
Il  faut  que  les  lignes  de  courbure  soient  les  lignes  de 
plus  courte  distance  sur  la  surface. 

724.  Calcul  des  rayons  de  courbure  principaux  en 

UN  POINT    QUELCONQUE    d'uNE    SURFACE. 
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725.  Les  normales  dune  surface,  menées  par  les  diflé- 
renls  points  d'une  ligne  de  courbure,  forment  une  inrface 
développable.  Pour  en  avoir  l'équation,  il  faut  éliminer 
.r,  r,  z  entre  l'équation  de  la  surface,  les  équations 
d'une  normale  et  l'équation  qui  exprime,  que  le  point 
(x,  )',  z)  est  sur  la  ligne  de  courbure. 

Celte  surface  se  compose  de  deux  nappes. 

726.  AfPLICÀTION  DES  THÉOIUES  PBÉCÉDENTES  AL  PARÀ- 
BOLOÏDE  ELLIPTIQUE. 

X2  Y2 

z  — V-—L->      «>6>o. 

la         2.0 

Equation  différentielle  des  lignes  de  courbure  : 

yidf-    .   Il__l_^j^_ r2  \   i    ydy        i    .^"2— g 


ab2    x2dx2        \b        a       a2  b        ab2     x2  xdx        a2  b 


x 


Intégration  de  ï équation 

ab  (a  —  b)c 

y2  =  cx2-i L— U 

b  -\-  ac 

Les  projections  sur  le  plan  des  xy  sont  des  ellipses  si 
l'on  a  c<^o,  des  hyperboles  quand  c  est  ^>o.  Elles  ont 
toutes  leur  centre  à  l'origine. 

Détermination  de  la  constante  c. 

ax'2c2  -h  [bx,}  —  ay'2  -\-  ab  [a  —  b)]c —  by'3  =  o. 

On  en  tire  deux  valeurs  de  c  réelles  et  de  signes  contraires, 
m  et  —  n  ;  les  projections  des  lignes  de  courbure  seront 
représentées  par  les  équations 

abia  —  b)m 
y2  =  mx2  H -. ,       hyperbole. 

ab(a —  b)n        __. 

r2  =  —  nx-  H ~-  -,    ellipse. 

an  —  b 

Les  hyperboles  ont  leur  axe  réel  dirigé  suivant  Taxe 
des  jy.  La  valeur  du  demi-axe  transverse  est 


s/ 


ab  [a  —  b)  m 
b  -\-  a  m 
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Si   m  varie   de   o  à   l'infini,    oel  axe   augmente   de  o   à 

\lb  (a  —  b). 

Pour  m  —  oc  ,  l'hyperbole  se  confond  avec  la  portion 
de  Taxe  des  y  (jui  commence  à  une  distance  de  l'origine 

rgale  à  ±.*Jb(a —  b). 

Les  ellipses  ont  leurs  axes  dirigés  suivant  l'axe  des  x  et 
Taxe  des j  . 

Les  demi-axes  ont  pour  expressions 

ab  [a  —  b)  # 


la b  {a  —  b)  jab{a  — 


Le  premier  diminue  de  l'infini  à  o  quand  m  augmente 

r  

de  -  à  l'infini.  L'autre  diminue  de  l'infini  à  yb  (a  —  b). 
a 

Pour  n  =  oc  l'ellipse  se  réduit  à  l'axe  des  y. 

Si  3^=0,  les  projections  des  lignes  de  courbure  sont 

alors  l'axe  des  y  et  des  hyperboles  ou  des  ellipses,  selon 

que  y'  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  \  b  (a  —  b). 

Si  r'  =  o,  les  lignes  de  courbure  ont  pour  projections 
l'axe  des  x  et  des  ellipses. 
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CALCUL  DES  DIFFÉRENCES  FIMES.  CALCUL  INVERSE 

DES  DIFFÉRENCES. 

727.   Notions  préliminaires.  —  Soient 

une  suite  de  valeurs  successives  que  reçoit  une  quantité 
variable.  Si  l'on  retranche  chacune  de  ces  valeurs  de  celle 
qui  la  suit,  on  obtient  ce  qu'on  appelle  les  différences 
premières  de  ces  valeurs, 

"i  —  ut  =  \u0,    n*  —  «,x  Ai/,, . ., ,     //,.,+,  —  wn=  Ah„,  .    .. 

28. 
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En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  suite  des  <J 1 1 1  * ' — 
renées  premières,  on  obtient  une  suite  de  différences 
deuxièmes. 

Art,  —  Art0  =  A2 Mo»      Art2  —  Ah,  =  A2rt, ,  .  .  .  . 

On   formera  de  la  même  manière  des  différences  troi- 
sièmes, quatrièmes,  etc. 

728.   //,  y,  2  étant  des  quantités  variables 

A(rt-4-<'  —  z  )  r=  A  rt  -f-  A  <>  —  A  z , 

c  est  à -dire  que  /«  différence  d'une  somme  est  égale  à  la 
somme  algébrique  des  différences  de  ses  parties. 

A  («  H-  rt)  —  A//, 
Artrt  =  rt  Art . 

729  et  730.  Expression  de  A"/*. 

rt  (  n  —  i  ) 
A"rt  =s  «„  —  /?*/„_,  H wn_a  — . .  iZC  u , 

I  .2 

on,  sons  une  forme  symbolique, 

Anrt  =  [u  —  i)('0. 

731.  Expression  du  terme  général  d'une  suite  en 
fonction  du  premier  terme  et  de  ses  différences  suc- 
cessives. 

n  (  n  —  i  )     . 

u»  =  «  -h  n  A  rt  H i i  A2rt  4- .  .  .  -+-  A"  rt, 

i  .2 

ou  la  formule  symbolique 

732.  Différences  des  fonctions  entières.  —  u  fonc- 
ion   entière  de  x  du  degré  m\  on  donne  à  x  une  suite 

d'accroissements  égaux  représentés  par  h. 

rt  =  kxm  +  B.x"'-'  -h  Ci"'-2  H-  .  .  .  -h  K#  -h  L, 
Am«==  i  .2.3.  .  ,mkhm. 

Les  différences  m*"M  d'une  fonction  entière  du 
m"1"  degré  sont  constantes,  lorsque  la  variable  croit  par 
degrés  égaux.  Les  différences  suivantes  sont  nulles. 
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733.    Soil   U==zXm. 

i  .2.3...w//'"=r  (jp-f-iw/i)*—  w/[x  +  (/m  —  i)A]m-h...rh^r", 
i  .2.3.. .  m  =  mm  —  /;/  [ m  —  i  /"  H - [m  —  â)"—  ...±  m. 

;  1.2 

o  =  nm  —  n  (n  —  i  V"  -{ i in  —  ■?.  V"  — .... 

1.2 

731. 

«  =  .r (a*  H-  // )  ( x  -+-  2  //  ) .  .  .  [x  +  ( n  —  i  )  /* ] , 

A  a  —  [x  -+-//)  (•»•*  -H  2  //  j .  .  .  [.r  -f-  ( «  —  i  )  /<  ]  «A , 
A2/*  —  (.r-h  2//)...[^H-(«  — i)à](*  —  i)/*2. 

735.  Différences  de  quelques  fonctions  fraction- 
naires ou  transcendantes.  —  La  variable  croît  par  de- 
grés égaux. 

i 


lu 


A2// 


il  == 

x(x  -j-  h)  (x  -+-  ih).  .  .  [x  -\-  ( n  —  1  )  /?  J 

—  ri  h 

x  (x  -f-  h )  [x  -|-  2  //)...  (x  -h  ///*) 

*(*  +  /«)••  .(r  -+-  «£)  [>  -h  («-{-i)A]M 

et  ainsi  de  suite. 

2°  «  =  «r, 

à"  a  =  ax(ah  —  i)\ 


3° 


Asin  (nx  -h  &)  —  2sin  -  oh  cos    <?.r  -J-  b  -\ )•> 

A  cos (ax  -f-  b)  =  —  2 sin  -  <?/*  sin  (  «ar  -f-  £  ~f-  -  -  )  » 


t  \  r     •        ^      • 

A'Sin  [<M?  H-  <y)  =  —  4  sin-  —  sin  [ax  -f-  t/  -f   «//), 
cl  ainsi  de  suite. 
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73(>.  Calcul  [«verse  des  différences.  —  Définitions 

et  notations.  —  Le  calcul  inverse  des  différences  a  pour 
objet  de  déterminer  une  fonction  quand  on  connaît  sa 
différence  finie,  ou  lorsqu'on  a  une  relation  entre  cette 
fonction,  quelques-unes  de  ses  différences  et  la  variable 
indépendante. 

La  fonction  F(^r)  dont  la  différence  est  J  (x)  se  repré- 
sente par  2^J  ix)  (>t  se  nomme  l'intégrale  aux  différences 
finies  de  f(x).  On  a 

737.  Dans  le  calcul  intégral  ordinaire,  quand  on  aob- 
tenuune  intégrale  particulière  d'une  différentielle  donnée, 
on  ajoute  à  cette  première  solution  une  constante  arbi- 
traire pour  former  l'intégrale  générale.  Dans  le  calcul 
intégral  aux  différence  finies,  il  faut  ajouter  à  une  inté- 
grale particulière  la  fonction  la  plus  générale  dont  la  dif- 
férence est  nulle,  a  (x), 

\ ct  (  /  '  zjz  t7ï  [ x  ~\-  h)  —  ct (x)  —  o. 

On  aurait  une  fonction  jouissant  de  la  propriété  en 
question,  si  l'on  prenait 

,      .                    /    .        1TZX                       27T.r\ 
T3[X)=.   V       Sin ?         COS  ; » 

V  k  II     ] 

*F  désignant  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire 

738.  Théorèmes  sur  les  intégrales  aux  différences 

finies. 

F(*„)  -F(.r0)  ==/(*J  +/(*,)-+-.  .  .H-/(^M_,), 

^  (« -+- v  -  z) =2«  -h  2  " — 2  *» 


au  ==  a  y    u 


des  matières.  4^9 

739.  Intégration  de  quelques  fonctions. 


2-=^t-c- 


nn  i  a"  —  i 

,  +  «  +  «»+...  +  *•-«  =  — :-— 7=^377 

740. 


sin  (  a.r h  ^ 

^cos(flx  -h  fc)  =  — -+-  C, 


2  sin  -  flA 
2 


eosM-cos(a4-*)4-coa(2a+£)H-..  .  +  <*»[(*  —  l)tf-M] 

.    /?«         //i  —  i 
sin  —  cos    — a  ■+■  o 

2  \        2 

I 

sin  -  « 

2 

et 

sin  b  -4-  sin(tf  +  6)  -4- sin  (2^-4-  &)-4-.  .  ,  +  sm[(ff—  i)a  +  ft] 

.    na    .     (  n  —  1 

sin  —  sin  I  a  -4-  b 

2  \     2 


1 
sin  —  a 
2 


741. 

Y*(*  .+  *)■'••!*  +  [*  — *)*] 

(  X  —  /1)  x  (.r  -4-  A) .  .  \x  -f-  (/?  —  l  )  h  } 


[n  -h  \)k 
1 


+  C, 


j:(j?-4-  A).  .  .[.r  -4-  [n  —  1)  A] 

1 


X       ,       ,,w       ■ ,i        r       .     , TTÎ  +  C. 


(/1—  1)/*        .r(^H-/i)  (.r-t-2//).  ..[x-±-  («  —  2)//] 
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suite  du  calcul  inyb1ss  dks  différences.  —  formules 
d'interpolation. 

742.  intégration  des  fonctions  entières. 

f(x)  =  A^'+B-r"'"1  -f-  Cx"—2  H-  .  .  .  , 

^  /(*)  =  A'^*'  +  B'xm  -f-  C'x"-1  4-  .  .  .  , 

A'  A  T,/_     B  I    A 

(/«  +  l)fl  /Wrt  2 

(  /«  —  I  )  h         2  12 

et  ainsi  de  suite. 

743.   Par  la  série  de  Tavlor 

/(*)  =  h  2  /'<«)  ■+■  -^  2  ''  M  ■+■•  •  •  ' 
et,  si  l'on  pose  f{x)  =  xm+i, 

1.2.3  -*■* 

^71  X3  I  // 

\   Xi=TT .?.--+-  T.r2+C, 

^u        4//      2        4 

«âd  5/12.  3  3o 
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Sommes  des  puissances  des  nombres  i,  2,  3,...,  n 

11  n{n  -\-  \) 

S,  =  -  /?'  H //  = ? 

2  2  2 

D  2  (  )  1  .  •?.  .  O 

I  «  I  H1  (il  H-  I  )2 

/i         2        4  4 

1         1         1  1 

S4   —    -  «*    +   -  ««  -i-  -  «3   —    —  ». 

5  2  3  3o 


74i.  Sommation  des  piles  de  boulets.  —  Pile  à  base; 

triangulaire  : 

»  (  /?  -4-  1  )  (  n  4-  2  ) 


N  = 


1.2.3 


Si  la  base  de  la  pile  est  un  ea/ve  doni  chaque  eôle  ren- 
ferme n  boulets, 

//  (  /?  -f-  1  )  (  2  //  -f-  1  ) 


N  = 


6 


Pile  rectangulaire,  n  le  nombre  des  boulets  contenus 
dans  le  petit  côté  de  la  base  cu+i  le  nombre  des  bou- 
lets qui  forment  la  rangée  supérieure  de  la  pile  : 

n  (n  ~h  \)  T a  -\-i  -i-?.(n  -h  a)' 
y  =  — 


["fl-f-i  +a(/z-f-«)1 


2 

74-5.  Evaluation  des  sommes  par  les  intégrales  011- 
din aires  et  des  intégrales   par  les  sommes.  soit 


1  A 

z  ~\ |-B=o, 


1  .  ?. .  ù        1  .  2 


I                      A                R 
-7  h h h  C  =  O, 

1.2.0.4       1  •  a .  jj        12 


A  =.- ,     B=:--,    C=:o,     D  — —  ,     E  =  o,...; 

•2  12  -9.0 
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S/(x)=  u  J     I    ,),/x  --[/(X)  -/(*.)] 

746.  Intégrale  ordinaire  on  fonction  d'une  intégrale 
aux  différences  finies  : 

jf  /M,/,.-  =a[^  +/(.r,)+/{^;,+...+  Z£l"| 

+  7^/',[/'"(X)-/'"(J-.)]+---- 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  égal  à  la 
somme  des  trapèzes  inscrits  dans  la  courbe  v=/(i), 
et  déterminés  par  des  ordonnées  éqnidistantes.  Quant  au 
premier  membre,  il  représente  l'aire  de  celte  courbe. 

747.  La  détermination  des  coefficients  A,  B,  C, .  .  . , 
peut  se  faire  au  moyen  d'une  fonction  particulière. 
Si  l'on  prend 

on  aura 

T+A//-i-B^2+C//3-f-.  .  .  , 


i 


~  .                     à    e^  -f-  e 
i  -|-r>//-4-C/^4-BAi  +  .  .  .  = r -. 

o       h  v        I) 

o  a 

£    —  c 

Le  second  membre  ne  ebange  pas  quand  h  est  remplacé 
par  — h.  On  a  donc 

C  =  o,     E  =  o, . .  . . 

748.    Formules    ï/iisti'RPOlation.    —    Formule    de 
Newton.  —  L'interpolation  a  pour  objet  de  trouver  une 
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fonction  d'une  variable,  connaissant  les  valeurs  de  cette 
fonction  qui  correspondent  a  un  certain  nombre  de  valeurs 
données  de  la  variable.  Ce  problème  est  indéterminé 
tant  qu'on  ne  fixe  pas  la  forme  de  la  fonction  cherchée. 
Soient 

n  -+- 1  valeurs  équi  dis  tan  tes  dune  variable,  et  soit  h  leur 
différence  constante.  Soient 

les  valeurs  correspondantes  d'une   fonction  m,  que  nous 
supposerons  entière  et  du  ?iiè",e  degré. 

X  x  f  x  \  A-//„ 

.r  /.r         \  /'.r  \       A"w„ 


A    \  //  /  \  A  /    I  .  2  .  .  .11 

749   et  750.    Formule   de   Lagrange.   —   Supposou 
maintenant  que  les  valeurs  données  de  x9 

•2*0»  ***l  J  •2-"'2j  •    «    •   )  •'"«  J 

soient  quelconques  : 

(x  —  x,)  (.r  —  x,).  .  .  (.r  —  .rn) 

u  — -j - — ;  aô 

(xQ —  x{)  [,t0  —  x,).  .  .{x0 —  xn) 

_  ('v  ~  ,r^  ',r  ~"  A'2^  •  •  ("r  "~  J?») 
(.r ,  —  .r0  )  (  .r ,  —  x, ) .  .  .  ( .r,  —  xH  ) 


(x  —  x0)  {x  —  x>).  .  .(x  — g,,.,) 

(  •**«  «2*0  J      (  X„  ./",    ]  .     .     .  ^  X„  ■#/(-- 1   ) 

7M.    Formules   d'approxim  \  ■. :xoa   pour   les   quadra- 
tures,    RECTIFICATIONS,     CUBATURES.    SllppOSODS    qu'il 

s'agisse  d'évaluer  l'intégrale 

X 


f    /(*)<**  =  S, 
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OU  Taire;  de  la  courbe  )  =s  /  (r)  • 
formule  dtie  à  Thomas  Simpson. 
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VARIATION    D'UNE    INTÉGRALE    DÉFINIE. 

7o2.   But  du  calcul  des  variations.  —  On  considère 

une  intégrale  définie 


cl  il  faut  trouver  pour  y  une  fonction  f  (x)  telle,  que 
celte  intégrale  ait  une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite 
que  si  l'on  remplaçait  f(x)  par  une  fonction  d'une  forme 
tant  soit  peu  différente. 

753.  Exemple.  —  Etant  flou  nés  deux  points  C  et  D, 
trouver  une  courbe  plane  CMD  telle,  que  la  surface  de 
révolution  engendrée  par  le  mouvement  de  cette  courbe 
en  tournant  autour  d'un  axe  Ox  situé  dans  son  plan 
soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

Soit  S  la  surface  :  en  posant 


/•*«     ds    , 

S  =  2  77  /         y  -—  dx  , 


il  faut  trouver  une  fonction  de  x,y  —  f  (x),  telle,  que 
l'intégrale  précédente  ait  une  valeur  plus  grande  ou  plus 
petite  que  toutes  celles  qu'on  obtiendrait  en  modifiant 
infiniment  peu  la  forme  de  la  fonction  ((x). 

754.  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  nouvelles 
questions  diffère  peu  de  celle  qu'on  a  déjà  suivie  dans  les 
questions  ordinaires  de  maximum  et  de  minimum. 
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7oO.    DÉFINITIOKS    ET    NOTATIONS.   —   Soient 

J--T     f(rf) 

l'équation  d'une  courbe,  et 

l'équation  dune  autre  courbe  qu'où  obtiendrait  en  fai- 
sant varier  extrêmement  peu  la  fonction  ï{x).  Si  l'on 
appelle  iïy  l'accroissement  de  l'ordonnée  MP  quand  on 
passe  à  la  seconde  courbe,  l'abscisse  restant  la  même, 

est  ce  que  Ton  nomme  la  variation  de  l'ordonnée  ou  de 
la  fonction. 

7o(>.   On   ramène  les  variations  aux  différentielles  eu 

regardant  )  comme  une  fonction  de  x  et  d'un  paramètre 

arbitraire  /.  Soit 

y  —  <p(.r,  t), 

on  aura 

|>  =  £l^l      dy^dx. 
dl       9        J        dx 

757.  Il  est  souvent  nécessaire  de  faire  varier  à  la  fois 
x  et  )  ,  quand  on  passe  de  la  courbe  proposée  à  la  courbe 
infiniment  voisine.  On  regarde  x  et  y  comme  des  fonc- 
tions dune  variable  indépendante  z/,  et  d'un  certain  para- 
mètre t  :  soit 

BKS3f:(«i    /),         y  =+(«,    t). 

On  suppose  que  pour  t  =  o,  y  devienne  une  certaine 
fonction  de  x,  f (•?:),  et  que  x  devienne  une  fonction 
quelconque  de  */,  /'(«). 

f.(f,  o)  =/(«),     +>,  o)=f[/(«)]. 

On  aura 

— @)>  *=(£)/'• 

Si  laissant  à  t  une  valeur  constante  on  faisait  varier  u,  on 
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aurait 

do  d j 

dx  —  ~  du,       dy  =  — -  du . 
du  du 

758.  On  appelle   variai  ion  de  U  la  partie  do  Al    qui 

ne  dépend  que  des  premières  puissances  des  variations  ox 

et  dy, 

dU  m         d\J  _ 

751).  On  appelle  variation  seconde  d'une  fonction  U 
la  variation  de  JU  :  on  la  désigne  par  J2U.  La  variation 
de  cette  dernière  est  appelée  variation  troisième,  de  L  et 
se  désigne  par  cî3U,  et  ainsi  de  suite. 

760.   Théorèmes    sur   la   permutation   des    signes  d 

et  o,    I  et  d.  —  La  variation  delà  différentielle  a" une 

fonction  de  x  est  égale  à  la  différentielle  de  la  varia- 
tion. 

d.dV=d.$\J, 

761. 

dmdnU  =  d"S'"\J. 

762.    On  peut  aussi  intervertir  V ordre  des  signes  o 

et  /• 

Jrxi  p x* 

\dx==  j      àivdx), 

763  à  767.   Variation  d'une  intégrale  définie.  — 


Cas  ou  la  fonction  sous  le  signe    /  ne  dépend  pas  des 

LIMITES. 

Pxi 

Vde, 


d4r 

V^/^^/^y),     p=-,      q=  — 

M  —  —         N  — —         P— —         Cl--dY 

dx  dy  dp  dq 


DES    MAT  1  ET.  ES.  44? 

r=j[v-(p-g),-Q?]^+(p-S)^Q*,î; 

d?      d-q 

dx  dx2 

Vdx  =  r  +   j       (Ko/  -  Kpdx)  dx. 

768.  Cas   ou   la   fonction  V  renferme  deux   fonc- 
tions DE  X. 

j  dy     d'y  dz      d-z\ 

v=/l*'  *>  dx'  ~d?'  *'  Tx'  7*r 


V,U  —  r'H-   I       (IU  +  KV 


I  <fc?  J 


c/z  </2z  , 

en  posant  -  =  />,     ^  =  9. 

'"_„,      ^I_p,      ^_,y 

/7z  dp  d(j 

dPf        d*Q' 
dx  dx1 

Tf  s'obtient  en  ajoutant  à  T  les  termes  qui  résultent  du 
changement  des  quantités  P,  Q,  /;,...,  en  P?  Q>  /A — 

769,  Cas  ou  la  fonction  V  dévend  des  limites  de 
l'intégration.  —  Il  faut  ajouter  à  la  variation  de  l'in- 
tégra le  les  termes  qui  proviennent  de  la  variation  des 
limites. 
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I 

suite  de  la  variation  1m  ne  intégrale  définie. applications. 

770.    Autre   moyen    d'obtenir    la   variation    d  une 
intégrale  définie. 

3  1      'v^=r+  I      '  (H  £*  4-  K§y)dx, 
H  =  —  Kp. 


4-|H  TABLE    IX  M.n  I  loi  B 

771.  Si  Ton  ne  faisait  varier  que  y, 

ri  f   '  YrU  =  Y'-\-  f   lJLiyd*f 

T' se  déduisant  <le  T,  par  la  suppression  des  termes  qui 
renferment  o.r0  et  Sxit 

Si  l'on  faisait  varier  x  seulement, 

S   i     '   W.r  =  r"-4-    f    '  ll'ùv/i 

—  r"  —  j     lKp8x<lx, 

ï"  étant  ee   que  devient   T  quand   on  y   fait  oj0  —  o, 

ojj  =  o. 

772.  Cas  où  il  entre  dans  la  fonction  Y  une  autre 
fonction  z  de  x  avec  ses  dérivées  //  et  (f  : 

ydx  =  T  -h  /        ( H  dx  +  K dy  -f-  K'  o: )  r/.r, 

II  =  —  (K/>  +  K'/). 

773.  Maximum  et  minimum  d'une  intégrale  définie. — 
$U  =  o  est  la  condition  du  maximum  ou  du  minimum. 

Si  d2 U  reste  toujours  positive,  lorsque  les  variations  ox 
et  oy  changent  dune  manière  quelconque,  tout  en  restant 
infiniment  petites,  U  sera  un  minimum,  Si  cJ2U  reste 
négative,  U  sera  un  maximum.  Enfin  U  ne  sera  ni  un 
maximum  ni  un  minimum  si  ô2JJ  peut  changer  de  signe. 

77  i.   L'équation  $U  =  o  entraîne  les  deux  suivantes 

r  =  o,     K  =  o. 

775.  Conditions  relatives  aux  limites.  — -  Dans  le 
cas  où  V  ne  contient  que  x,  y,  p  et  q,  l'équation  K  =  o 
est  du  quatrième  ordre,  et  l'on  a 

y  =  Tix,  C,  C,  C",  C). 
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Poui'  déterminer  les  quatre  constantes  arbitraires,  il 
faut  avoir  égard  à  l'équation  r=  o.  Plusieurs  cas  : 

i°  Si  l'on  se  donne  les  valeurs  de  x,  y9  /?,  q  aux  deux 

limites,  l'équation  T  =  o  est  identiquement  satisfaite,  et 

on  aura 

y0  =  ((x0,    C,  C,  C",  C"), 

p0=('(.r0i    C,    C,   C,   C"), 

*=£(*;,  c,  c,  cr,  c»), 
P,  =  r(*,-,  c,  c,  c,  a"). 

i°  Si  Tune  des  six  quantités  x0 ,  JK<m-  •  -j  reste  arbi- 
traire, ^!  par  exemple,  l'équation  r  =  o  se  réduit  à 
Oi  =  05  on  a  cinq  équations  pour  déterminer  les  quatre 
constantes  et  la  valeur  de  px . 

3°  Si  Ton  a 

<f[Xo>   Jo  ,    Po  y    &l  ,    J,  ,    /?,  )   =  O, 

on  aura 

«jt0  rtj0  dp0  d.x{  dyx  dpt 

En  portant  la  valeur  de  dpx  ,  tirée  de  cette  équation, 
dans  l'équation  T  =  o,  il  faudra  égaler  à  o  les  coefficients 
de  dx0,  ôy0,  dpQ,  dxi  et  $jrt.  On  aura  dix  équations 
pour  déterminer  les  dix  inconnues  C,  C,  C",  C  ,  x0, 

Jo,  Po,  Xnji,  Pi> 

776.   Cas  ou  la  fonction  V  contient  deux  fonctions 

de  x.  —  V  contient  deux  fonctions  j'  et  z  de  la  variable  x. 

On  aura 

r=o,     K  =  o,     K'  =  o. 

776  à  779.  S'il  existe  entre  y  et  .r  une  relation 

F(x,  y,   z)  — o, 
on  aura 

r  =  o,     k  - K'— =o. 

dz  dy 

780.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  dans 
un  plan.  —  La  ligne  cherchée  est  une  ligne  droite. 

II.   7e  édition.  oq 
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781.  Ligne  la  plus  coi  rte  d'ub  point  a  use  courbe 
plane.  —  La  ligne  la  plus  courte  cuire  un  point  et  une 

courhe  es!   une  droite  normale  à  celle  courbe. 

782.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  courbes 
planes.  —  La  ligne  ta  plus  courte  entre  deux  courbes 
planes  est  une  normale  commune  aux  deux,  courbes 
proposées . 

SOIXANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

SUITE    DES    APPLICATIONS    DU    CALCUL    DE*    VARIATIONS. 

783  et  784.  Autre  manière  de  résoudre  les  pro- 
blèmes précédents.  —  Au  lieu  d'appliquer  les  formules 
générales,  on  opère  comme  il  a  été  expliqué  au  n°  770. 

785.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  points,  dans 
l'espace.  —  Soient  x0,  /0î  zo  les  coordonnées  du  premier 
point,  et  Xi,yi9  zx  celles  du  second, 

jr=cz+  C,       Z  =  c' X  -+-  C'| 

équations  dune  ligne  droite. 

786.  Pour  déterminer  les  constantes,  plusieurs  cas. 

i°  Si  les  points  A  et  B  sont  donnés,  les  quatre  con- 
stantes se  déterminent  en  substituant  les  coordonnées  des 
points  A  et  B  dans  les  équations  de  la  droite. 

2°  Supposons  que  les  points  A  et  B  doivent  se  trouver 
sur  deux  courbes  ayant  pour  équations,  la  première 

7  =  ?(■*)>      z  =  ^(^), 

et  la  seconde 

j  =  *(*),      z=W(x): 

la  droite  AB  est  normale  aux  deux  courbes. 
Les  équations 

1  +  C<\>'  (xt)  -\-  c'  Wf  (xt)  =:  O, 
l  -f-  c<p'(.r0)-{-  c'-y  (*.)=  O, 
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y0  =  c  x0  -4-  C,      / 1  =  cxi  4-  C, 

Zo  =  c' .x-0  -f-  C,      s,  —  c'  .r,  -+-  C, 

z0  =  ^(.r0),  z,  =  ¥(#,), 

déterminent  les  constantes  et  les  coordonnées  des  points 
extrêmes  de  la  droite. 

3°  Supposons  que  les  points  A  et  B  doivent  être  sur 
deux  surfaces  données.  La  droite  AB  est  normale  à  la 
première  surface  et  à  la  seconde. 

Les  constantes  et  les  coordonnées  des  points  A  et  B  se 
détermineront  comme  dans  le  cas  précédent. 

787.  Ligne  la  plus  courte  sur  une  surface  oojnnée. 
—  Soit 

F(.C,    J,    z)z=  u 

V équation  d'une,  surface  courbe,  et  proposons-nous  de 
trouver  la  ligne  la  plus  courte  AMB  que  ion  puisse  tra- 
cer sur  cette  surface  entre  deux  de  ses  points  A  et  B. 

On  a 

dF  d¥ 

dx        dx      dz  dy        dy      dz 

dds~~~dVC~ds~~0'  ds~~~7ÏFC  ds'~0y 
dz  dz 

ce  qui  fait  trois  équations  pour  déterminer  les  deux  fonc- 
tions^ et  z.  Mais  l'une  des  dernières  équations  est  une 
conséquence  de  l'autre  et  de  l'équation  de  la  surface. 

788.  Les  lignes  les  plus  courtes  sur  une  surface  sont 
nommées  lignes  géode  siques  de  cette  surface  :  tous  leurs 
plans  oscillateurs  sont  normaux  à  la  surface. 

Les  constantes  se  détermineront  comme  dans  le  pro- 
blème précédent.  Si  la  ligne  cherchée  doit  aboutir  à  deux 
courbes  données  sur  la  surface,  la  courbe  AMB  les  cou- 
pera «à  angle  droit. 

78(J.  l.a  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte  entre 
deux  points  quelconques  d'une  surface  peut  n'exister,  que 
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sur  une  certaine  portion  d'une  courbe.  Sur  la  sphère,  la 
propriété  du  minimum  appartient  seulement  aux  arcs 
de  grand  cercle  moindres  qu'une  demi- circonférence. 

790.  Surface  de  révolution  minimum.  —  Étant  don- 
nés, dans  le  même  plan,  deux  points  A  et  B,  et  une 
droite  CD ,  trouver  une  courbe  AMB ,  située  dans  ce 
plan,  et  qui,  en  tournant  autour  de  CD,  engendre  une- 
surface  de  révolution  dont  Paire  soit  la  plus  petite  pos- 
sible. 

Prenant  pour  axe  des  x  la  droite  CD,  et  pour  axe 
des  y  une  perpendiculaire  à  cette  droite,  on  a 


équation  d'une  chaînette  (574,  2°) 
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791  et  792.  Brachistochrone.  —  Problème.  Etant 
donnés  deux  points  A  et  B,  trouver  la  courbe  AMB  que 
doit  suivre  un  point  pesant  pour  aller  du  point  A  au 
point  B   dans   le  temps  le  plus  court   possible.   Cette 

courbe  s'appelle  la  brachisto- 
chrone ou  courbe  de  plus  vite 
descente. 

Prenons  une  verticale  quel- 
conque pour  axe  des  x,  et  deux 
axes  rectangulaires  Oz  et  Ojr 
dans  un  plan  horizontal  quel- 
conque. Le  mobile  part  du  point 
A  (x0,  y0}  *o)>  sans  vitesse  initiale. 

Tous  les  points  de  la  courbe  cherchée  sont  dans  le 
même  plan    vertical.  Si    Ton  prend  ce  plan   pour  plan 
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des  xjj  et  le  point  de  départ  A  pour  origine,  l'équa- 
tion différentielle  de  la  courbe  se  réduit  à 


djr 


=  dx  4  /  — - — 
y    a  — x 


La  cycloïde  représentée  par  cette  équation  a  un  point  de 
rebroussement  au  point  A,  sa  base  est  horizontale,  et  le 
diamètre  de  son  cercle  générateur  est  égal  à  a. 


En  intégrant  l'équation,  on  a 


i  a  — 

Y  —  -  a  arc  cos 

2  a 


•?.x 


v  ax  — 


.*■' 


On   déterminera   la    constante  a  en   exprimant   que   la 
courbe  passe  par  le  point  B  (jt^ ,  7  i) - 

Le  temps  employé  par  le  mobile  pour  aller  du  point  A 
au  point  B,  est  égal  à 


1         Tx'      s/adr  la 

'  s]T~S  Jo       \lax  —  x2  ~  '  V  *g 


IX, 


arc  cos 


Fig.  i38. 


793.  Si  les  deux  points  A  et  B  sont  assujettis  à  se  trou- 
ver sur  deux  courbes  données 
CD,  EF,  on  obtient  encore  une 
-  cycloïde  AMB,  située  dans  un 
plan  vertical  qui  coupe  la  courbe 
EF  «à  angle  droit. 

La  tangente  à  la  cycloïde  au 
point  B  est  perpendiculaire  à  la 
tangente  menée  à  la  courbe  CD 
par  le  point  A. 

79  i.    Remarques    sur    l'intégration    de    l'équation 


K  =  N  —  — - 

<tr 


d*Q 
~dxT 


i°  Si  y  n'entre  pas  explicitement  dans  V,  l'équation 


434 

se  réduit  à 


I  AIU.K     \!\  AI.YTIOI   I 


P  -  ^  =  C 


qui  n'est  plus  que  du  troisième  ordre. 

20  Si  x  n'entre  pas  explicitement  dans  V,  l'équation 
K=  o  se  réduira  encore  au  troisième  ordre,  en  prenant  > 
pour  variable  indépendante. 

3°  Si  l'on  avait  à  la  fois  M=o,  N  =  o,  l'équation  se 
ramènerait  au  deuxième  ordre. 

795.  Problème.  —  Trouver  une  courbe  plane  AMI> 

Fi{r.  i3().  telle,  que  V aire  ACBD 

comprise  entre  lare 
AMB,  les  rayons  de 
courbure  AC  et  BD 
qui  correspondent  aux 
deux  points  extrêmes 
A  et  B,  et  la  portion  de 
développée  CD  com- 
prise entre  les  centres  de  courbure  C  et  D  soit  un  mini- 
mum. 

La  courbe  cherchée  est  une  cycloïde. 

796.  Maximum   ou    minimum   relatif.  —  Il   s'agit   de 
rendre  maximum    ou   minimum   une    intégrale   définie 

V dx,  avec  la  condition  qu'une  autre  intégrale  dé- 

Je x>  ■ 
\jdz  ait  une  valeur  déterminée  /. 

797.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  rendre  maximum  l'in- 


tégrale   / 


Vc/x,  avec  la  condition 


I, 


Vr/x  —  /. 


Les  variations  de  ces    intégrales  doivent    être   nulles 


&' 
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On  doil  avoir 

S    l     '  V(U=0,      S  f      llrlx=o. 
En  développant  ces  deux  conditions,  on  a 
r  -h  i      Kw^  =  o, 

(=)  -f-    i        Lwr/.r  — o. 

On  a  les  deux  équations 

l'H-tf©  =  0,      K  -f-  flL  =  o. 

On  aura  donc  une  constante  de  plus  que  dans  le  cas 
où  l'on  recherche  un  minimum  absolu,  mais  on  a  aussi 
une  équation  de  plus 


«/r„ 


Wdx—  L 


798.  La  recherche  du  maximum  relatif  &e  l'intégrale 

I       \dx,  lorsque  l'intégrale  I       Ur/jr  doit   conserver 

une  valeur  constante,  revient  à  chercher  le  maximum  ab- 
solu de  l'intégrale    I  (V-f-  a\J)  dx. 

799.  Problèmes  sur  les  isopérimètres.  —  Étant 
donnés  deux  points  C  et  D  sur  un  plan,  trouver  parmi 
toutes  les  courbes  de  même  longueur  situées  dans  ce 
plan  et  terminées  aux  points  C  et  D,  celle  pour  laquelle 
Faire  ABDC  est  un  maximum. 

La  courbe  cherchée  est  un  arc  de  cercle. 

800.  Problème.  —  De  toutes  les  courbes  isopérimètres 
que  Von  peut  tracer  sur  un  plan  entre  deux  points  don- 
nés A  et  15,  trouver  celle  qui\  en  tournant  autour  de  la 
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droite  Ox,  engendre,  la  plus  grande  ou  la  plus  petite 
surface  de  révolution. 

La  chaînette. 

801 .  Problème.  —  De  toutes  les  courbes  isopérimètres, 
trouver  celle  qui  engendre  le  volume  de  révolution  mi- 
nimum. 

\jàl  —  [y2  —  c)- 
équation  différentielle  de  la  courbe  élastique. 

802.  Problème.  —  Déterminer  la  courbe  qui,  par  sa 
révolution  autour  d'un  axe  [l'axe  des  x)  engendre  la 
surface  minimum  qui  renferme  un  volume  donné. 

(j2     -J-     £*\     dy 


d.r.  =: 


y/4«2j2  —  {r2±b2)- 


Si  la  constante  b  est  nulle,  on  a  un  cercle  ou  Taxe  des  x. 

Si  b  n'est  pas  nulle,  l'équation  différentielle  appar- 
tient à  la  courbe  décrite  par  l'un  des  foyers  d'une  ellipse 
ou  d'une  hyperbole  qui  roule  sans  glisser  sur  l'axe  des  x. 
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